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Uvod

Algovize je soubor appleti, které nazornym zptusobem vyklddaji podstatu a
¢innost nékterych zakladnich algoritmt, které se pouzivaji v informatice. Al-
govize vznikala postupné jako pomitcka pro prednasku Algoritmy a datové
struktury na matematiko-fyzikalni fakulté v Praze. Pfednaska byly zavedena
pocatkem devadesatych let minulého stoleti; pro vétsi nazornost jsem pii vy-
kladu zacal pouzivat nejprve PowerPointové obrazky. Ty byly zpocatku sta-
tické, ale povaha predmétu si zadala o animace. Zahy se ukazalo, ze Power-
Point je pro animace prilis primitivni a od té doby jsou vizualizace algoritmu
implementovany jako applety napsané v jazyce Java. Je sice mozné, ze by v
nékterych soucasnych jinych jazycich a prostfedich poskytujicimi dynamické
grafické prostfedky mohly byt vizualizace jeSté lepsi (pfedevsim rychlejsi), ale
velkou vyhodou Javy je, ze bézné webové prohlizece obvykle umozinuji prohli-
zeni appletl a tim je Algovize pristupna Sirokému okruhu zajemcu - kazdému,
kdo ma pristup k Internetu.

Vizualiza¢ni applety ale nejsou jednoduché scénky. Kazdy z nich je kom-
ponovan jako podpora prednasky o konkrétnim algoritmu a proto se sklada z
mnoha scén, kazda z nich méa specificky zpusob obsluhy, vysvétluje mnohdy
velmi obtiznou latku a proto vyzaduje i velmi obsahly navod k acelnému po-
uziti a popis vseho, co je s jeho pomoci vykladano.

Pivodni koncepce vkladala vysvétlujici texty do okének, které byly sou-
¢asti grafické prezentace na obrazovce nebo promitaci platné. Ukazalo se ale,
ze textu bylo pfilis mnoho a jeho vlozeni na obrazovku bylo na tkor prehled-
nosti a srozumitelnosti presentace. Proto jsem se nakonec rozhodl nechat na
obrazovce jen pohyblivé obrazky a text prenést do knihy, které bude uzivateli
privodcem po jednotlivych vizualizacich.

Kniha je rozdélena do sedmi ¢asti, z nichz kazda odpovida ucelené oblasti
informatiky: datové struktury, tFidéni posloupnosti, grafové algoritmy, arit-
metické algoritmy, vypocetni geometrie, vyhledavani v textu a optimalizace.
Kazda cast se pak dale déli na kapitoly, které odpovidaji klasickym vypo-
¢etnim problémim. Pokud je pro jeden problém (napiiklad hledani nejkratsi
cesty) uvedeno vice alternativnich algoritmt, je jesté kapitola rozdélena na
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podkapitoly. Text je soucasné ndvod k pouziti pfislusného appletu Algovize a
také vysvétlenim myslenky, na které je dany algoritmus zaloZen, intuitivnim
zpusobem za pomoci pohyblivych obrazki.

Text provazejici appletem stejné tak jako applet sdm jsou rozdéleny do
scén, které si navzadjem odpovidaji a to i jménem. Je vhodné ¢ist knihu
souCasné s prohlizenim appletu, nebo lépe Teceno, pii prochéazce appletem
je vhodné se Fidit navodem pruvodce. Scény predstavuji doporuceny zptsob
prohlidky appletu, které sleduji zptisob, jakym je odpovidajici algoritmus vy-
kladan na prednasce, ze které Algovize vznikla.

Tato kniha neni ucebnici algoritmiti. Neuvidite zapis vykladaného algo-
ritmu formalnim zptisobem (pseudokéd), nebude dokazéno, ze algorithmus
funguje spravné a ze vypocet nékdy skonci, velmi méalo se dozvite o motivaci
nebo historii problému a neuvadim citace z literatury. Moji snahou je, abyste
ale co nejrychleji a nejhloubéji pochopili, jaka myslenka algoritmus pohéani a
proc se vse déla tak, jak se to déla. Minite-li své studium algoritmii vazneé,
budete si muset opravdovou ucebnici pijcit nebo koupit a vse jesté dikladné
prostudovat, ale doufam, Ze s pomoci Algovize vam vSe pujde daleko rychleji,
nez kdybyste se do studia klasické ucebnice pustili rovnou.

Moédnim trendem je nabizet vyuku, kterda ma byt zabavna. I kdyz predkla-
dané applety jsou zaloZeny na sledovani pohybujici se obrazk na obrazovce
nebo promitacim platné, takze by je bylo mozno nabizet pod heslem “lear-
ning is fun”, nejsou koncipovany jako zédbava ale jako pomtcka, kterd uzivatele
priméje k usilovné pozornosti v prednaskové mistnosti a k tvrdé praci doma.
Nejsou ani koncipovany jako prosta animace, kterda graficky a v case uka-
zuje, jak se méni hodnoty proménnych algoritmu. Slovo “animace” nechapu
na rozdil od vétsiny svych kolegt jako odvozené od slova “animal”, které v
angli¢ting i francouzstiné znamend zvire, tvora ktery se sdm hybe, ale neni
nadan vyssi inteligenci. Animace pochézi od latinského slova “anima’” - duse.
Moji snahou je vytvaret inteligentni applety s dusi, které se snazi vizualizovat
predevsim podstatu toho, co se pfi vypoc¢tu déje a proc¢ se to déje, neboli
ukazat myslenku, na které tvirce algoritmu svij postup zalozil. Mélo by byt
snahou uzivatele tuto dusi nalézt.

Tvurci osobnost mé intuici, predstavu ze které vse ptirozené vyplyva. Ale-
spon u sebe nékdy pozoruji, Ze se intuice projevuje pred vnitfnim zrakem jako
obrazky a pravé tyto obrazky a jejich dynamiku se snazim prenést na obra-
zovku. Zda jsem byl ve své snaze prevést neviditelné na viditelné tspésny
necht posoudi laskavy ¢tendr mé knihy a soucdasné divak mych appleti. Po-
kud by se miij zamér podaril, mé applety by mély prinést nejen pouceni, ale
také potéseni pochopit myslenky nejlepsich informatikt poslednich padesati
let, coz je daleko vice nez pouha zédbava.

Ludék Kucera, Praha, srpen 2009



Cast I

Datové struktury






V prvni kapitole této knihy se budeme zabyjvat zptsoby, jak je mozno
efektivnim zptsobem uklddat informaci o posloupnosti a mnoziné. Znalost
téchto metod patii mezi zdkladni programatorské dovednosti.

Posloupnost je soubor prvku, obvykle ¢isel, u kterého zalezi nejen na tom,
které prvky do ni patii, ale také v jakém potadi se v posloupnosti nachazeji.
Pfipousti se, aby tyz prvek (¢islo) se v posloupnosti vyskytoval vicekrat. Bu-
deme se zabyvat tim, jak dlouho trva provedeni zakladnich operaci jako je
pridani prvku do urc¢eného mista v posloupnosti, vynechani prvku z posloup-
nosti, zjisténi, zda a popripadé kde dany prvek v posloupnosti lezi, urceni
predchtidce a naslednika prvku a pod. Témito otazkami se zabyva prvni ka-
pitola této ¢asti, kde posloupnosti nazyvame po programétorsku seznamy.

MnoZina je soubor prvki, obvykle ¢isel, u kterého poradi prvkid neni ur-
¢ovéno. Predpoklada se, ze libovolny prvek (¢islo) se v mnoziné vyskytuje jen
jednou. Budeme se zabyvat tim, jak dlouho trva provedeni zakladnich operaci
jako je pridani prvku do mnoziny, vynechani prvku z mnoziny, zjisténi, zda
dany prvek v mnoziné lezi, nalezeni minimalniho a maximéalniho prvku a pod.
Témito otazkami se zabyva druha a treti kapitola této casti. Na rozdil od
prvni kapitoly, kde implementace seznamu je pfimocara a jednoducha, struk-
tury pro reprezentaci mnozin, které uvedeme v druhé a tieti kapitole, budou
znacné narocné, ale jejich vyhodou je velmi rychlé provadéni vSech zakladnich
operaci i pro velké mnoziny.

Halda (anglicky. heap) je vlastné specidlni zpisob implementace mnoZi-
nové datové struktury, kde nas nezajima zjistovani, zda dany prvek v mnoziné
lezi. Zakladni mnozinové operace, které halda umoznuje efektivné provadét je
pridani prvku a nalezeni a vynechani miniméalniho prvku. Pavodni aplikaci
haldy bylo tfidéni posloupnosti (algoritmus Heapsort), ale pak se ukazalo, ze
halda ma samostatné pouziti v fadé jinych algoritmii. Ve ctvrté kapitole této
Casti ukazeme, ze omezeni souboru povolenych operaci umozni haldu efektivné
implementovat zpusoby podstatné jednodussimi nez jsou mnozinové imple-
mentace z predchozich dvou kapitol.

Slucovatelna halda je implementace haldy, ktera umozni kromé vyse uve-
denych operaci provadét i sjednoceni (slouéeni) dvou rtznych disjunktnich
hald, coz je u nékterych algoritmi uzite¢né. Popsana elegantni implementace
binomickou haldou je zalozena na velmi zajimavém napadu.

Koneéné v posledni kapitole bude popséna datové struktura odlisného cha-
rakteru, kterd umoznuje popsat zptsob rozlozeni dané mnoziny do navzajem
disjunktnich t¥id a provadéni nékolika zakladnich operaci jako je urceni, do
které tridy patii dany prvek mnoziny nebo sloucit dvé tiidy rozkladu. V této
knize je tato datova struktura pouZzita pii hledani minimalni kostry grafu, ale
je uvedena oddélené, protoze ma i dalsi aplikace.






Kapitola 1

Seznamy

Jednou ze zédkladnich datovych struktur je seznam. Dobra znalost rtiznych
implementaci seznamu patii k zdkladnim dovednostem kazdého programatora.

Seznam je vlastné posloupnost objekti jistého typu; v nasich appletech to
budou cela ¢isla, ale obecné to mohou byt i velmi slozité objekty nejriznéjsiho
druhu. Objekty byvaji néjak oznaceny nebo pojmenovany ¢islem, které bu-
deme nazyvat kli¢. Lze tedy fici, ze nase applety objekty redukuji na samotny
kli¢, protoze to je to jediné, co je navrhari seznamu z objektu pristupné a
viditelné.

V této kapitole se budeme zabyvat jednak tim, jak seznam ulozit v paméti
pocitace, ale predevsim jak se seznamy provadét nejriiznéjsi operace. Uvedme
hlavni operace:

e Inicializace je sice nutnou, ale obvykle velmi jednoduchou operaci na
zacatek, kterd vytvori prazdny seznam, do kterého je pak mozno prida-
vat.

e Hledani je nejcastéji pouZivanou operaci a jejim cilem je zjistit, zda v
seznamu je objekt s danym klicem. Jelikoz se pripousti, aby v seznamu
mohlo byt vice objektt se stejnym klicem, ma hledani radu variant: na-
lezeni prvniho, posledniho nebo libovolného objektu s hledanym klicem
nebo urceni vSech takovych objekti.

e Vkladani je dalsi dulezitou operaci. Po inicializaci je obvykle seznam
prazdny a je nutné jej naplnit a casto se pridavani provadi i prubézné
béhem celého zivota daného seznamu. Pridavame-li do seznamu novy
objekt s jistym klicem, je tfeba urcit, kam ma byt vlozen a i zde je mnoho
variant: na zacatek, na konec, pted nebo za zadany prvek seznamu nebo
do libovolného mista.
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e Vynechavani je také prirozenou operaci. Obvykle je dan prvek se-

znamu (napiiklad pomoci ukazatele, ktery na néj odkazuje) a tento pr-
vek je tfeba ze seznamu vypustit. Existuji ale rizné obmény zadavani
prvku urceného k vynechani, napriklad vynechat prvni nebo posledni
prvek seznamu nebo prvek, ktery se nachazi pred nebo za zadanym prv-
kem seznamu. Uvidime naptiklad, ze v jednoduse zfetézeném seznamu je
obtizné vynechat zvoleny prvek, ale velmi rychle se d& vynechat prvek,
ktery se nachéazi za nim.

Urceni minima nebo maxima znamena obvykle projit cely seznam
a poznamenat si jeho prvek s nejmensim nebo nejvétsim klicem (a po-
kud muze takovych extrémnich prvki byt vice, pak zase mame varianty
jako u vyhledavani: nalezeni prvniho, posledniho nebo libovolného mi-
nima/maxima nebo vSech prvka s extrémni hodnotou klice).

Urceni prvniho nebo posledniho prvku je operace, jejiz ndroénost
je velmi zavisla na zptisobu implementace seznamu. Nékdy je trivialni -
prislusnou informaci mame stéle explicitné poznamenanou; jindy je zase
zdlouhava (tfeba kdyz mame poznamenéano pouze kde seznam za¢ind a
k nalezeni jeho konce musime celym seznamem projit).

Urceni naslednika nebo predchiudce daného prvku je operace,
ktera je uzitecna sama o sobé, ale jesté Castéji se pouziva jako soucast
nékteré z predchozich operaci. Naptiklad vynechani prvku zietézeného
seznamu se provede tak, ze se primo propoji jeho predchidce a jeho na-
slednik a tim prvek samotny ze seznamu vypadne. Jedna se o operaci,
jejiz ¢asova narocnost je velmi zévisla na implementaci seznamu; nékdy
je tato informace explicitné poznamenana v objektu, predstavujicim pr-
vek, jindy je naptiklad urcéeni predchtidce velmi zdlouhavé.

Urcéeni délky seznamu; pokud tuto operaci potfebujeme, je vyhodné
mit tuto informaci explicitné poznamenanu a hodnotu inkrementovat pii
pridavani a dekrementovat pfi vynechavani. V nasledujicim se ji proto
primo zabyvat nebudeme, i kdyz je mnohdy velmi potfebna.

Rozstépeni seznamu na dva: zaddme jeden prvek seznamu a tuko-
lem je rozdélit seznam na dva, ptricemz prvy jde od zacatku ptivodniho
seznamu po zvoleny prvek a druhy je tvoren prvky, které néasleduji za
zvolenym prvkem. Obvykle se spokojime s tim, Ze pfitom puvodni se-
znam zanikne.

Slouceni dvou seznamu do jednoho: ze dvou seznami se vytvori
jeden tak, ze za posledni prvek prvniho seznamu pripojime prvni pr-
vek druhého seznamu. Obvykle se spokojime s tim, ze pfitom puvodni
seznamy zaniknou.
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Bézné implementace seznamt se daji rozdélit do dvou trid: kompaktni
seznamy (t€Z popisované jako seznamy v poli) a zietézené seznamy. Zietézené
seznamy se zase déli na jednoduse a obousmeérné zretézené. Kazda z téchto tii
tfid ma mnoho raznych variant, z nichz zde probereme jen nékteré a existuje
i mnoho implementaci, které do nasi klasifikace iplné nezapadaji. Pfesto vSak
se Ctenaf v této kapitole dozvi zakladni myslenky a techniky, které se pti praci
se seznamy pouzivaji a jisté mu nebude ¢init obtize pochopit i rtizné varianty,
které zde nejsou probrany.

1.1 Kompaktni seznamy

Pro ukladani informace formou kompaktniho seznamu se vytvori pole, jehoZz
jednotlivé polozky mohou obsahovat objekty, predstavujici jeho prvky. Jestlize
tedy prvky seznamu budou objekty tridy Obj, pak takové pole A se deklaruje
v Pascalu jako A: array[l..N] of Obj

v C a odvozengch jazycich jako Obj[N] A

pro néjaké cislo N.

Prvky seznamu se nejcastéji ukladaji do pole “zleva doprava”, neboli se-
znam obsahujici n prvka (n < N) se pfi popisu v C a odvozenych jazycich
ulozi do A[0], A[1],..., A[n— 1] a pfi popisu v Pascalu do A[1], A[2],..., A[n].
V appletech budeme polozky pole znazornovat jako malé ¢tverecky; ty které
neobsahuji uziteénou informaci (neboli neobsahuji prvky seznamu) budou Se-
divé a “aktivni” polozky budou mit jasnou barvu (naptiklad zelenou).

Nevyhodou kompaktniho seznamu je to, ze alokace paméti pro ulozeni
pole se provadi na zacatku pfi inicializaci seznamu nebo automaticky pred
zac¢atkem vypoctu a velikost pole (tedy hodnota N z uvedenych deklaraci)
musi byt alespon tak velka jako maximum délky seznamu v prubéhu celého
vypoctu. Nékdy tuto hodnotu nezndme a muze dojit k preteceni pole. Jindy
jsme prili§ opatrni a primérna délka seznamu je vyrazné kratsi nez jeho ma-
ximumalni délka a proto pouzivime pamét pocitace neefektivné - velka ¢ast
pole vétsinou neobsahuje zddnou uzite¢nou informaci, ale zabira pamét, ktera
byla programu alokovana.

Alokace pole se proto v nékterych pfipadech v prubéhu vypoc¢tu méni:
dojde-li k pfeteceni, alokuje se nové a vétsi pole, seznam se do n€ho preko-
piruje a ptivodné alokovana pamét se uvolni (vrati explicitné nebo implicitné
opera¢nimu systému pocitace). Pokud je naopak seznam mnohem kratsi, alo-
kuje se nové, kratsi pole, seznam se zkopiruje a ptuvodni velky a nevyuzivany
segment paméti se uvolni. Tim se dosdhne tc¢elného vyuzivani paméti a ne-
hrozi nebezpeci kolapsu vypoc¢tu pretecenim, ale alokace a dealokace paméti
i pfenaseni seznamu z mista na misto neptisobi pfiznivé na rychlost vypoctu.
Muj prvni poc¢ita¢ Sinclair ZX81, ktery jsem si koupil v roce 1982, mél 1 kB
opera¢ni paméti RAM a proto pro tsporu mista pouzival vyhradné optimalné
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alokované kompaktni seznamy a opravdu hodné ¢asu stravil jejich prenasenim
sem a tam.

V nasich scénach se problémy s volbou velikosti pole a jeho alokaci zabyvat
nebudeme.

Vyhodou kompaktnich seznami je jejich jednoduchost i snadné urceni
predchtidce a néaslednika (sousedi v poli), ale na druhé strané pii vkladani
a vynechavani se mnoho prvkt pole musi neustile v poli presouvat sem a
tam. Je proto nutné se zamyslet nad tim zda kompaktni seznam je vhodny
pro zamyslenou aplikaci - nékdy to mize byt idealni volba, pfi jinych poza-
davcich na provaddéné operace muze byt zcela nevhodny.

Scéna: Operace s kompaktnim seznamem

Na rozdil od algoritmt v dalsich ¢astech knihy zde ukazeme vSechny ope-
race s kompaktnim seznamem najednou, protoze jsou velmi jednoduché a pri-
rozené a jejich pochopeni neptinasi zvlastni obtize. Popis scény se v podstaté
omezi na popis prace s ovladacem.

Knoflikem Prazdny se seznam vyprazdni a knoflikem Novy se vytvoii
nové pole pro seznam, které ma délku udanou v poli N=, obsahujici tolik na-
hodné vygenerovanych prvkii, kolik je zapsano v poli vedle n =. Tyto ovladaci
prvky pouzijete pro obvykle pro vytvotfeni vychoziho seznamu.

Ovladac¢ zahrnuje volbu operace, ktera ma byt provedena.

Pii vyhledavani je vyhleddavany kli¢ uréen hodnotou v poli KI1i¢, kterd je
pro kazdou operaci znovu ndhodné nastavena, ale je mozno ji prepsat. Pak je
nutné zvolit variantu vyhledavani. Jisté vam nepfijde divné, ze vyhledavani
prvniho vyskytu (t.j. vyskytu nejblizsiho levému konci pole) se v appletu pro-
vadi zleva, hledani posledniho vyskytu za¢ind zprava. U ostatnich variant je
to lhostejné, zde je zvolena varianta zleva. Postup hledani je znazornén Sip-
kou, pohybujici se pod polem, ukazujici na aktivni polozku pole. Pfi nalezeni
hledaného kli¢e prislusné ¢tverecek zcervena.

Pr1i pridavani je tieba specifikovat misto, kam ma pridavany prvek vlozen;
na ovladaci se objevi pfislusna volba. Pokud se zvoli P¥ed nebo Za (rozumi
se pred nebo za zavoleny prvek), je tfeba mysi zvolit prvek seznamu klepnu-
tim mysi (zGervend). Volba Libovolné je zde ekvivalentni volbé Na konec,
protoze, jak jisté poznate, pridavani prvku na konec seznamu je nejjednodussi
a proto je-li nam jedno, kam prvek pridat, je vhodné ho dat na konec. Kli¢ no-
vého prvku seznamu je uréen hodnotou v pole vedle Kli€, kterd je pro kazdou
operaci znovu ndhodné nastavena, ale je mozno ji prepsat.

Pokud pridavany prvek neptijde nakonec, musime mu v seznamu vytvorit
volné misto tim, Ze vSechny prvky v seznamu od zvoleného mista vpravo
(véetné) se posunou o jednu polozku doprava. Tento posun je pfitom nutné
provadét od pravého konce presouvané oblasti, aby nedoslo k premazéavani
dosud stojiciho prvku pfesouvanym.
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Pii vynechavani se také objevi volba variant. Pfi volbé Zvoleny, Pred
nebo Za (tedy vynechavani zvoleného prvku nebo prvku pied nim nebo za
nim) je nutné klepnutim mysi zvolit prvek seznamu, udavajici, kde k vynechani
dojde.

Prvek se ze seznamu vynechd a pokud nebyl na pravém konci seznamu,
pak se musi prazdné misto zaplnit prvky pole, které lezi vpravo od prazdného
mista. Prvky se pfesunou o jednu pozici vlevo a presouvani zde musi zacit (na
rozdil od pridédvéani) vlevo, aby se zabrénilo vzajemnému pfemazavani prvki
seznamu.

Hledéni minima nebo maxima musi projit cely seznam (zde zleva doprava);
prubézny extrém je zaznamenavan v boxu nad polem, kde pak na konci zi-
stane celkovy vysledek operace.

U kompaktniho seznamu je nutné mit explicitné poznamenanou dyyyyélku
seznamu, aby bylo zfejmé, ktera ¢ast pole popisuje seznam (tato hodnota je
uvedena ve zlutém boxu nad polem). Pak je ale trividlni ur¢it prvni a posledni
prvek seznamu. Stejné trividlni je urcit predchtiidce nebo naslednika prvku se
znédmou polohou (nebo zjisténi, Ze neexistuje). Tyto operace proto v appletu
ukazany nejsou.

Pri rozdélovani seznamu do dvou se musi vSechny prvky druhého seznamu
prekopirovat do jiného pole, které bud dostaneme nebo musime vytvorit pro
prijeti oddélovaného seznamu. Podobné se pfi slu¢ovani seznamu druhy ze
seznami musi prekopirovat do pole, ve kterém je ulozen prvni seznam, a to
bezprostiedné za jeho posledni prvek. Obé operace tedy mohou zahrnovat
prenosy velkého mnozstvi prvka a jsou proto obecné ¢asové narocné.

Provadénim operaci dojdete k poznatku, Ze pokud je seznam hodné dlouhy,
provadéni operaci je vétsinou pomalé. Bud projdeme cely seznam (minimum,
maximum, netspésné hledani) nebo cely seznam presouvame (pridavani a ubi-
rani na za¢atku) a nebo operujeme s obecné velkou ¢asti seznamu, v praméru
zhruba polovinou (Gspésné hledani, pfidavani nebo ubirdni v obecné poloze).

Nakonec deaktivujte volbu Ukaz vSechny. Ukazana je nyni jen hodnota
v aktivnim poli, které je ukazovano sipkou. Takto kompaktni seznam “vidi”
pocitaé (pfesnéji jeho procesor). Zkuste si vSechny operace jesté jednou; u
nékterych ziskate presnéjsi predstavu o povaze operace. Napriklad pfi vyhle-
davani lidské oko stihne prohlédnout seznam s vyplnénymi hodnotami najed-
nou a urcit vysledek rychle, zatimco pfi slepém prohledavani 1épe pochopite
sekvencnost celé operace.

Scéna: Zdsobnik

Tato scéna ukazuje zasobnik, implementovany jako kompaktni seznam.
Jedna se o datovou strukturu, oznacovanou také jako LIFO (z anglického last-
in-first-out neboli posledni dovnit¥, prvni ven), kterd umoziuje jen pridavani
a vynechavani na konci a ktera funguje jako stoh kosil v pradelniku: vyprané a
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vyzehlené kosile pridavame nahoru a horni kosili si také zase vezmeme, protoze
by se jinak pékné srovnany sloupec rozhazel.

Sice by se mohlo zdat, ze takto omezena datova struktura neni prili§ uzi-
teCna, ale mozna jiz vite, ze pravy opak je pravdou - zasobnik méa velmi siroké
pouziti v mnoha tulohéach, napriklad se osvédcuje pro popis niti, kterou odvi-
jime pii prohledavani bludisté, abychom trefili zpét k vstupu.

Zasobnik se da vyborné implementovat kompaktnim seznamem, protoze
vyuziva jediné dvé varianty pridavani a vynechavani, které jsou provedeny
bleskové i pro velké seznamy, totiz pfidavani a vynechavani na (pravém) konci
seznamu, které nevyzaduji zadné presouvani prvku.

Jedinou potizi je, ze velikost pole pro zasobnik je tifeba znat doptredu, a
pokud je maximéalni pocet prvkia ulozenych v zasobniku vyrazné mensi nez
pramérny pocet, pak je pole vétsinu doby poloprazné a tedy plytvame paméti.

Chvili si zkuste se zasobnikem pohrat pomoci knoflikit Vsun (kli¢ zapsany
v poli vedle K1i€¢) a Vyjmi, ale jisté vas to brzo omrzi, protoZe je to prilis
lehké. Zasobnik je ukadzan jen proto, ze je to dulezitd datova struktura a ne
proto, ze by byl sam o sobé zajimavy.

Scéna: Fronta

Kromé zasobniku je také ¢asto pouzivanou jednoduchou datovou struktu-
rou fronta, nékdy oznacovana jako FIFO fronta (z anglického first-in-first-out,
neboli prvni dovnit¥, prvni ven), kde se jako ve fronté u obchodu pfichozi fadi
na konec a pak se ve fronté posouvaji pomalu doptredu, aby na jejim zacatku
byli obslouzeni (a opustili ji). Pokud novy prvek seznamu piidavame na jeho
(pravy) konec, jde to provést rychle. Pii vynechdni prvku, ktery je na zac¢atku
(tedy na levém konci fronty) bychom méli vSechny zbylé prvky seznamu pie-
sunout o jednu pozici doleva. Pro tsporu ¢asu to ale neudélame.

Popsana tuprava ma ovSem za nasledek, ze se fronta postupné posunuje
vpravo a pracujeme-li s ni déle, jeji konec narazi na pravy okraj pole. Pro-
blém s pridanim dalsiho prvku vyfesime tim, Ze fronta bude pokracovat v nyni
volném prostoru od zac¢atku fronty. Je to tedy, jako bychom pole “zavinuli”
do kruhu - spojili pravy konec pole s jeho levym koncem. Zvolte moznost
Zavinuta namisto Linearni a s malou animaci se ukaze tato zavinutd re-
prezentace. Pokracujice v linedrnim znazornéni, vidime, Ze fronta pokracuje
skokem pres pravy okraj pole na jeho levy okraj. Pokracujeme-li dale, pravy
segment fronty se zmensSuje, az po Case zmizi Uplné a fronta se znovu objevi
na zacatku pole.

Zde je pochopitelné nutné si pamatovat nejen jak je seznam dlouhy (nebo
kde konéi, coz v minulé scéné bylo totéz, ale nyni jiz ne), ale také kde zaéina.

Pro programatory v jazycich vychazejicich z C, ktefi ukladaji frontu do
pole s polozkami o¢islovanymi jako A[0], A[1],..., A[N — 1], se doporucuje
pouzivat dvé proménné: B ukazujici na zacatek fronty a E ukazujici na prvni
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nevyuzitou polozku pole lezici vpravo od polozky zaujimané koncem fronty (s
jednou vyjimkou - pokud pravy konec fronty je shodny s pravym koncem pole,
pak polozime E = N). Pokud je fronta obsahujici n prvka v zédkladni poloze,
oprend o levy konec pole, pak je B =0, E = n a fronta je ulozena v polozkach
A[0], A[1], ..., A[n—1]. Posune-li se fronta doprava, ale nepfeskakuje z pravého
konce pole na levy, pak je B < E (pfi¢emz rovnost by znamenala, Ze fronta je
prazdnd - neobsahuje zadny prvek) a fronta je uloZena v polozkach A[B], A|[B+
1],..., A[E — 1]. Pokud je naopak E < B, znamen4 to, Ze fronta pieskakuje z
pravého konce pole na jeho levy konec a je ulozena v polozkach A[B], A[B +
1],..., A[N —1], A[0],..., A[E — 1]. V appletu je pozice B ukazovdna modrou
Sipkou pod polem a F ukazuje zelend Sipka (ktera je modrou Sipkou zakryta,
pokud je fronta prazdna, tedy B = E.

Scéna: Oboustrannd fronta

Zajimavé je, ze s vyuzitim implementace z predchozi scény je mozno jed-
noduse a rychle pfidavat i na zacatek fronty a vynechavat na jejim konci; tyto
operace zase posouvaji frontu vlevo a obcas ji donuti preskocit z levého okraje
pole na pravy. Je to, jako bychom operace s FIFO frontou poustéli pozpatku.
Takova fronta se nékdy oznac¢uje DEQUE (z anglického double-ended queue
- fronta s obéma konci).

Pouzitim ¢tyt ovladacich knoflika pro pridavani a vynechavani na levém a
pravém konci fronty si operace zkuste. Jisté vidite, Ze bez ohledu na velikost
fronty je doba nutna k provedeni libovolné z operaci konstantni a velmi kratka.

Scéna: Usporddany kompaktni seznam

Velmi specidlnim pfipadem seznamu je uspoiddany seznam. Piedpokla-
dame, ze kli¢e je mozno porovnévat podle velikosti (coz je splnéno napiiklad
pokud kli¢e jsou celd ¢isla nebo obecnéji redlné ¢isla). Usporddany seznam je
takovy, ve kterém jeho prvky predstavuji neklesajici posloupnost.

Tato scéna ukazuje usporadany seznam implementovany kompaktnim zpi-
sobem, protoZe na rozdil od neuspofadanych seznamt (a také na rozdil od
zietézenych seznami, které budou probirany déle) se da velmi efektivné pro-
vadét vyhledavani prvku (tedy urceni zda dané ¢islo je klicem nékterého z
prvkii seznamu a popiipadé lokalizace takového prvku).

Sledujte vyhledavani na obrazovce: algoritmus pracuje tak, Ze velmi rychle
zuzuje oblast, ve které by se mohl hledany kli¢ nachazet. Na pocatku vycha-
zime z toho, ze se hledany kli¢ mtize nachazet kdekoli. Pokud mé seznam n
prvki, pak muize byt kdekoli mezi polohami 1 a n véetné. Leva a prava hranice
oblasti, ve které se hledany kli¢ mtize nachazet, jsou na obrazovce oznaceny
modrou a zelenou Sipkou, které tedy na zacatku ukazuji na levy, respektive
pravy konec seznamu.
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Hledani spociva v opakovani néasledujiciho kroku: jestlize jsme urcili, ze
hledany kli¢ mtze byt mezi polohami ¢ a j véetné, kde ¢ < j, pak pokud i = j
nebo i + 1 = j, staél se podivat na kli¢ i-tého prvku a (v druhém piipadé
jesté j-tého prvku) a vime, zda kli¢ v seznamu skuteéné lezi (a kde) nebo zda
se v seznamu nenachézi. Je-li ¢ +2 < j, pak si jako m urcime prvek nékde
mezi i a j (vyhodné (i + j)/2 poptipadé zaokrouhlené nahoru nebo dolu).
Pak oznacime-li jako k,, kli¢ m-tého prvku seznamu a k hledany kli¢, jsou tfi
moznosti:

k < kp,: pak hledany kli¢ k& musi lezet vlevo od zvoleného m-tého prvku, tedy
horni mez j pro jeho vyskyt lze snizit na m — 1;

k = k.,,: pak byl hledany kli¢ nalezen u m-tého prvku seznamu; a

ki < k: pak hledany kli¢ £ musi lezet vpravo od zvoleného m-tého prvku,
tedy dolni mez ¢ pro jeho vyskyt lze zvysit na m + 1.

Sitka oblasti, ve které miize hledany kli¢ lezet, je proto na zacitku n a
dokud nepoklesne na 1 nebo 2, kazdym krokem se zmensi na polovinu. Pocet
opakovani cyklu (ktery je sdm o sobé velmi jednoduchy) je proto nejvyse
[logy n].

Operace urcovani prvniho a posledniho prvku, coz je v tomto pripadé to-
tozné s urcovanim minima a maxima, stejné tak jako urcovani predchudce a
naslednika prvku je podobné jako v obecnych kompaktnich seznamech oka-
mzitd bez ohledu na velikost seznamu. Vynechavani prvku zase mtize byt
podobné jako v obecnych kompaktnich seznamech ¢asové naro¢né, nebot za-
hrnuje pfesun v nejhorsim pripadé vsech prvku, které v seznamu zbudou, o
jednu polohu vlevo.

Pridavani do usporadaného kompaktniho seznamu se odlisuje od pridavani
do obecného seznamu tim, ze pokud v seznamu zadné dva rtizné prvky nemaji
stejné klice, pak misto, kam pridavany prvek ma byt presunut, je jednoznacné
urceno - musime ho pfidat tam, kde nebude porusovat usporadani. I kdyz
pripoustime vicenasobny vyskyt klice, je misto vlozeni obvykle velmi silné
omezeno. Stejné jako v obecnych seznamech je to, ze pridavani je i v uspo-
rfadaném kompaktnim seznamu obecné neefektivni - napriklad pridavame-li
prvek s klicem mensim nez dosavadni minimum kli¢i, musime jej vlozit na
levy konec seznamu a to si vynuti pfesun vSech ptuvodnich prvkd seznamu o
jednu pozici doprava.

Vsechny dosud vyjmenované operace muzete v této scéné provadeét, ale ne-
dozvite se pfitom nic nového, co by jiz nebylo zndmo z predeslych scén. Velmi
zajimavé a nové je ale u usporadaného kompaktniho seznamu vyhledavani.

Zatimco tedy se vSechny dosavadni operace s kompaktnimi seznamy budto
provadély velmi rychle (s konstantnim a malym poctem kroki nezavislych na
velikosti seznamu) a nebo naopak obecné velmi pomalu (coZ znamend, Ze
bylo nutné manipulovat s podstatnou ¢asti prvka - nékdy dokonce se vSemi),
vyhledavani v usporadaném kompaktnim seznamu se provadi v logaritmickém
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Case (tedy v ¢ase tmérném log V), ktery sice neni konstantni, ale je velmi maly

i pro velké pocty prvka (napf. pro jednu miliardu je logy, N mensi nez 30).
Vyhledavani v uspordadaném seznamu je obdobou hledéani, které clovék

provadi v tisténém slovniku (nebo hledéni dané strénky v libovolné knize.

1.2 Zietézené seznamy

Kompaktni seznamy byly sice jednoduché, ale obvykle dosti pomalé. Jelikoz
jsme nepripoustéli, aby v nich byly “diry”, pridavani nebo vynechavani nékde
uprostied vyzadovalo presouvani mnoha prvki seznamu a bylo tedy zdlou-
havé. Vyhledavani také znamenalo projit cely seznam nebo jeho zna¢nou ¢ast,
pokud jsme ndhodou na hledany kli¢ nenarazili hned zpocatku.

Zietézené seznamy odstranuji prvni nevyhodu: prvky spolu nemusi v pa-
méti pocitace sousedit a proto nelze hovorit o dirdch a naopak pridavany prvek
Ize umistit libovolné a proto prvky seznamu mohou setrvavat na svych mis-
tech. Druha nevyhoda - nutnost prochéazet celym seznamem pti vyhledavani -
je z principidlnich dtvodi spole¢néd vsem seznamt@m a maji ji tedy i zfetézené
seznamy.

Scéna: Zretézeny seznam a jeho prohleddvani

U kompaktnich seznami bylo poradi prvki v seznamu dano polohou v
poli. U zfetézenych seznamti mohou byt prvky rozmistény v paméti pocitace
zcela libovolné a proto se jejich poradi musi udavat explicitnim zptsobem. U
(jednoduse) zfetézeného seznamu kazdy prvek obsahuje dva povinné udaje.
Predné je to jeho kli¢, jako tomu je u vsech datovych struktur, které v této
knize budou probirany. Podle klice prvek identifikujeme a vyhledavame. Dru-
hym tdajem je ukazatel na nésledujici prvek v seznamu. Seznam je potom
popsan proménnou, kterou budeme nazyvat zdhlavi seznamu; je to ukazatel
na prvni prvek seznamu.

Ve scéné je znazornén zietézeny seznam. Jeho zahlavi je predstavovano ze-
lenym boxem v levé horni ¢asti obrazovky. Prvky seznamu jsou tvoreny obdél-
niky, které jsou zcela ndhodné rozhozeny po plose. Obdélniky jsou rozdéleny
na dvé ¢asti. Prava obsahuje kli¢ tohoto prvku a v levé je ulozen ukazatel na
nasledujici prvek.

Obvyklé vizualizace zfetézenych seznamu ukazuji klice vsech prvka jako
c¢isla a ukazatele jako Sipky. I zde si tyto informace muzete zobrazit zvolenim
checkboxu Ukaz vsSe. Nechte ale zatim tuto volbu neaktivni.

Informaci uloZenou v prvcich seznamu jsem skryl zameérné, abych vam pfi-
blizil situaci, ve které se nachazi procesor pocitace pti prochazeni seznamem.
Pokud totiz jsou zobrazeny vSechny ukazatele, lidsky pozorovatel obrazku ma
(neni-li situace pfilis nepiehlednd) globalni pfehled po seznamu a mnohé, co
ve skute¢nosti je pro pocita¢ ¢asové narocné, vidi ihned.
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Procesor ale “vidi”, jen nékolik malo tdajt, které si stahne z paméti a
chce-li znét dalsi, pak jiné musi smazat. Zde se (pokud neni zvoleno UkaZz
vSe) ukdze hodnota v zdhlavi nebo ukazatel prvku seznamu pouze klepnete-li
na prislusny box mysi. Zobrazend informace zmizi, pokud klepnete na jinam.
Vidét je tedy jen informace o jednom prvku.

Zkuste si nyni projit celym seznamem v tom pofadi, ve kterém po sobé v
seznamu nasleduji. Znamena to tedy klepnout na zéhlavi pro informaci o po-
loze prvniho prvku, pak na prvni prvek pro informaci o druhém prvku atd. Az
se dostanete do prvku seznamu, ktery v boxu mé cerné kolecko predstavujici
nulovy ukazatel, budete na konci seznamu.

Prochézeni seznamem lze také provadét automaticky prepnutim volby na
ovladaci z Ruéné do polohy Krokovani nebo Animace. V prvnim piipadé
Algovize odkryva postupné jednotlivé prvky seznamu po kliknuti na knoflik
Krok, v druhém piipadé stisknuti knofliku Animuj spusti prohlidku seznamu
jako souvislou animaci.

Prozradim vam, ze na obrazovce jsou i nékteré obdélniky, které nejsou
zapojeny do seznamu (ve skutecnosti patii do jiného seznamu, jehoz pouziti
uvidime pozdéji). Klepnutim pravym knoflikem mysi si vyberte néktery z
obdélnickt na obrazovee (zmodra), a zkuste zjistit, zda patfi do seznamu, do
kterého se vstupuje ze zeleného zéhlavi, znazornéného v levém hornim rohu
obrazovky. Znamena to prochazet seznamem, jak jsme to pred chvili délali, tak
dlouho, dokud na vybrany prvek s modrym obdélni¢kem nenarazime (pokud v
seznamu lezi) nebo dokud nedojdeme na konec seznamu (pokud v ném modry
obdélnicek nelezi). To je vétsinou velmi zdlouhavé.

Scéna: Vyhleddvani ve zietézeném seznamu

V minulé scéné jste se naucili prochéazet zretézenym seznamem. Nyni si to
zkusime jesté jednou, ale s cilem vyhledat v seznamu zvoleny kli¢. Vyhleda-
vame hodnotu, ktera je na ovladaci v poli vedle Kli¢. Prochézejte seznamem
tak, jak jsme to délali v minulé scéné; pokud je kli¢ nalezen, prislusny obdélnik
zéervena.

Opét je mozno volit hledani prvniho, libovolného, posledniho nebo vsech
vyskytta. V prvnich dvou pfipadech se mtizeme zastavit, jakmile poprvé nara-
zime na hledany kli¢. Pti hledani posledniho vyskytu ale nelze prochazet se-
znam od konce a proto dokud nedojdeme az do posledniho prvku seznamu, ne-
mame jistotu, zda pfipadné nalezeny prvek je poslednim vyskytem hledaného
klice. Stejné tak je nutné projit celym seznamem pii hledani vSech vyskytu.

Pokud byste naptiklad hledali libovolny vyskyt a ndhodnym klepnutim
mysi byste objevili obdélnik, ve kterém kli¢ lezi, nejasejte. Nemusi to byt
spravna odpoved, protoze, jak bylo Fedeno v predchozi scéné, tento obdélnik
nemusi patfit do seznamu, ve kterém mate hledat a ktery je dostupny ze
zeleného zahlavi v levé horni ¢asti obrazovky, protoze na plose jsou zamérné
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pro zkomplikovéani situace znazornény i prvky jiného seznamu.

Opét je mozno zvolit si ru¢ni prichod seznamem, krokovani nebo animaci.
Rucni prichod je chapan jako test porozuméni vykladu. V okamziku, kdy
znéte odpovéd (tedy ani diive ani pozdéji) stisknéte ten z knofliki Nalezen a
Nenalezen. Dozvite se, zda jste odpovédéli spravné. Pamatujte, ze naptiklad
pri hledani posledniho vyskytu nebo vsech vyskytu je hotovo az na konci
seznamu, protoze v poslednim prvku seznamu se muze ukryvat posledni z
vyskytt hledaného klice.

Scéna: Predchidce ve zretézeném seznamu

Nez se pustime do operaci pridavani a vynechavani, podivame se na hledani
predchudce a naslednika v jednoduse zfetézeném seznamu.

Urceni naslednika (nebo zjisténi, Ze neexistuje, jedné-1i se o prvek na konci
seznamu) je trividlni, odpovéd dava ukazatel na nésledujici prvek. Proto se
hledanim naslednika zabyvat nebudeme.

Zkusime si tedy hledani pfedchudce. Klepnutim pravym knoflikem mysi
zvolte néktery obdélnik. Je také mozno o ndhodnou volbu prvku pozadat
Algovizi knoflikem Zvol prvek. Zvoleny prvek zmodra.

Nyni zkuste nalézt pfedchtidce zvoleného modrého prvku. Jisté vam je
jasné, ze nezbyva nez prochazet seznamem od pocatku tak dlouho, dokud ne-
narazite na prvek, ktery na modry prvek ukazuje. Vyhledavani lze provadét
rucné, krokovanim nebo animaci. V prvnim pripadé se, podobné jako v pred-
chozi scéné, vychézejice ze zdhlavi, mysi odkryvaji ukazatele na dalsi prvky
seznamu, dokud se neobjevi ukazatel, ktery ukazuje na modry prvek, jehoz
predchtidce hledame. Predchtidce je pochopitelné ten prvek, ze kterého tento
ukazatel vychazi.

Pokud byste nechtéli postupovat systematicky a ndhodné by se vam poda-
filo nalézt obdélnik, jehoz ukazatel ukazuje na zvoleny modry prvek seznamu,
nejasejte. Na modry prvek mohou ukazovat i nékteré matouci obdélniky, které
jsou i v této scéné pritomny, ale do naseho seznamu nepatii a tedy nejsou
predchidcem zvoleného modrého prvku v nasem seznamu.

(Aby prvek, ktery ndhodné zvolite, patfil do naseho seznamu, je scéna na-
programovéana tak, Ze teprve po provedeni volby Algovize provede rozdéleni
obdélnik® na prvky seznamu a matouci objekty tak, aby zvoleny modry pr-
vek byl prvniho typu, prvky seznamu néjakym zpisobem propoji a ukazatele
matoucich prvku nastavi tak, aby hodné z nich ukazovalo na modry prvek.
Hra je ale poctiva: takto situace skutecné mohla vypadat a od vasi prvni
akce uz Algovize ukazatele neméni a tedy nemd moznost situaci dodateéné
ovliviiovat.)

Scéna: Priddvdni proku zretézeného seznamu
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U kompaktniho seznamu bylo pfidavani (s vyjimkou pfidédvani na konec)
obvykle zdlouhavou operaci. Hlavni vyhodou zfetézeného seznamu je, ze ale-
spon nékteré varianty pridavani jsou velmi rychlé a vyzaduji jen prepojeni
nékolika ukazateli bez ohledu na to, jak je seznam dlouhy a v kterém jeho
misté pridavani probiha.

Zakladni rychlou variantou je u zfetézeného seznamu pridavani za zvoleny
prvek seznamu. Zvolte si klepnutim pravym knoflikem mysi prvek seznamu,
za ktery se bude pfidavat (tato scéna nevyuziva matoucich objektit). Prvek
zmodra a az do konce operace bude také zobrazen jeho ukazatel (i kli¢, coz
ale neni podstatné).

Nyni za zvoleny prvek pridame novy prvek s klicem uvedenym na ovladaci
v pole vedle Kli¢. Krokovani operace se provede pomoci knofliku Krok.

V prvnim kroku se vytvori novy objekt t¥idy, kterd popisuje prvky se-
znamu; misto, kde objekt vznikne, neni dilezité. Novy objekt je na obrazovce
znazornén cervené, hodnota jeho ukazatele je zatim nenastavena.

V druhém kroku se ukazatel cerveného prvku nastavi tak, aby ukazoval do
stejného mista jako ukazatel zvoleného prvku. Je to proto, ze prvek, ktery byl
dfive za modrym prvkem, by po pfidani mél byt za novym, nyni cervenym,
prvkem. Cerveny prvek ale jesté nepatii do seznamu, protoze neni ukazovan
zadnym prvkem seznamu.

V tietim, poslednim, kroku se ukazatel zvoleného modrého prvku presmeé-
ruje tak, aby ukazoval na novy Cerveny prvek. Tim je pridavani hotovo.

Piepnete-li volbu na ovladac¢i z Krokovani na Animace pridavani se
ukaze jako kraticka animace bez nutnosti pouzivat knoflik Krok (ktery se ani
neobjevi).

Zkuste ale prepnout na Ruéné. Nyni je tfeba provést operace ru¢né. Vy-
tvoreni nového objektu se provede klepnutim mysi do prazdného mista obra-
zovky. Prepojeni ukazatele se provadi tak, ze se kurzorem najede na $picku
Sipky, predstavujici ukazatel a se stisknutym knoflikem mysi se tdhne nad ob-
jekt, na ktery ma ukazovat. Pokud by se mys uvolnila nad prazdnym mistem,
ukazatel se vrati do puvodni polohy. Nulovy nebo neinicializovany ukazatel
nema Sipku a v takovém piipadé se kurzor nastavi nad ¢tverecek, ze kterého
by méla Sipka ukazatele vychazet a pak se tdhne do cilové polohy.

Muzete se zvolit nékolik trovni napovédy. V nizsi Grovni vas Algovize bude
kontrolovat a na chybny krok upozorni a vrati jej zpét. V nejvyssi pak vam
bude pfimo fikat, co je tfeba udélat.

Dejte si pozor na castou chybu: pokud bychom napred presmérovali uka-
zatel modrého objektu na Cerveny, ztratime nendvratné informaci o prvcich
seznamu, které nasledovaly za zvolenym modrym objektem, coz muze vést k
ztroskotani celého vypoctu, ve kterém je seznam pouzivan.

Pridavani na zacatek seznamu je svym zpusobem specialni ptripad prida-
vani za zvoleny prvek. Na zahlavi je mozno divat se jako na prvek seznamu,
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ktery neobsahuje kli¢. Pridavani na zacatek je pak vlastné pridavani za za-
hlavi, které se provede vyse uvedenym zpusobem prepojenim dvou ukazatelt.

Pfidéni nového prvku na konec seznamu je pfiddvani za (dosavadni) po-
sledni prvek seznamu. Pokud jeho lokalizaci zname, je to rychld operace, ale
obecné jej musime nejdiive nalézt a to je obvykle zdlouhavé.

Pridani nového prvku pred dany prvek se provede tak, ze se pridava za jeho
predchudce (v pfipadé prvniho prvku seznamu je mozno za jeho predchidce
povazovat zahlavi). Pokud bychom pfedchtidce daného prvku znali, je operace
v mziku hotova, ale nanestésti je urceni predchtdce vétsinou zdlouhavé a tedy
je obecné zdlouhava i operace pridavani pred dany prvek.

Scéna: Vynechavdni prvku zretézeného seznamu

Napfred si zkusime trochu nepfirozenou variantu vynechavani: vynechani
prvku, ktery lezi bezprostfedné za zvolenym prvkem (je tedy jeho nésled-
nikem). Zvolte klepnutim pravym knoflikem mysi libovolny prvek seznamu.
Prvek zmodra a ukaze se jeho ukazatel. Navic z¢ervena prvek lezici za zvole-
nym modrym prvkem a i jeho ukazatel bude viditelny. Cerveny prvek je ten,
ktery ma byt vynechan. Pokud by se ukazalo, ze zvoleny modry prvek byl
posledni v seznamu, provedte jinou volbu.

Operaci budeme nejprve krokovat. K jejimu provedeni postaci jediny krok:
ukazatel modrého prvku prepojime tak, aby ukazoval na prvek, na ktery uka-
zuje ukazatel vynechavaného cerveného prvku. Tim cerveny prvek vypadl ze
seznamu a operace je provedena. Je vhodné upozornit na specidlni piipad:
je-li ukazatel vynechavaného ¢erveného prvku nulovy (tedy prvek je na konci
seznamu - ukazatel je zndzornén jako malé kolecko), pak se také vynuluje
ukazatel modrého predchudce.

Jelikoz je operace tak kratka, Algovize nenabizi volbu animovaného pro-
vedeni, ale zkuste si operaci provést ru¢né s prepojenim ukazatele zptisobem
popsanym v predchozi scéné.

Pokud vynechdvame pfimo zvoleny prvek a ne az prvek za nim, mize byt (a
vétsinou je) operace vynechavani zdlouhava: nejprve se zptisobem popsanym v
predchazejicich scénéch nalezne pfedchtidce vynechédvaného prvku (v piipadé
prvniho prvku seznamu je za ného povazovano zahlavi) a pak se zptisobem
popsanym v této scéné zvoleny prvek vynecha jako naslednik jeho jiz uréeného
predchudce. Samotné vynechani je tedy jednoduché, ale urceni predchudce je
v jednoduse zfetézeném seznamu obvykle ¢asové narocné.

Scéna: Rozdéleni a spojeni zietézenych seznami

V této scéné budeme pracovat se dvéma seznamy, proto mame k dispozici
dvé zahlavi.

Rozdéleni zietézeného seznamu na dva je velmi rychla operace: zvolte
klepnutim libovolny prvek zobrazeného seznamu. Zvoleny prvek zmodra a
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jeho naslednik zfialovi. Algovize seznam rozdéli na dva: prvni z nich je po-
Catecni usek puvodniho seznamu, ktery konéi zvolenym modrym prvkem a
druhy seznam zac¢ina fialovym naslednikem zvoleného prvku a pokracuje az
do konce puvodniho seznamu.

Rozdéleni se provede jednoduse: zdhlavi druhého seznamu, které je tvofeno
nulovym ukazatelem, protoze druhy seznam je prazdny, se pfepoji tak, aby
ukazovalo na néslednika zvoleného prvku, tedy na fialovy prvni prvek oddé-
lovaného seznamu. Pak se ukazatel na naslednika ve zvoleném modrém prvku
(ktery se méa stat poslednim prvkem prvniho seznamu) vynuluje. Rozdéleni
seznamu je mozno provadét v krokovacim, animovaném i ru¢nim maédu.

Rozdélené seznamy je mozno upravovat, napiiklad pridavat prvky nebo je
vynechévat, pokud se patfi¢né zvoli operace na ovladaci. Nakonec ale zkusime
popfipadé pozménéné seznamy zase spojit. Tato operace by byla velmi rychla,
kdybychom znali posledni prvek seznamu, ke kterému pripojujeme druhy se-
znam: ukazatel na naslednika v poslednim prvku prvniho seznamu, ktery je v
tomto okamziku nulovy, se prepoji tak, aby ukazoval na prvni prvek druhého
seznamu (tedy prvek ukazovany ze zdhlavi druhého seznamu); potom se uka-
zatel v zdhlavi druhého seznamu vynuluje. Jelikoz ale u jednoduse zfetézeného
seznamu obvykle ukazatel na konec neni k dispozici (kviili obtizim, které by
nastaly pfi vynechani posledniho prvku seznamu), musime si konec nejprve
nalézt, coz je ¢asové obecné velmi naro¢né. Spojeni lze opét provadét ve vsech
tfech mddech.

Scéna: Zretézeny zdasobnik

Zasobnik (neboli LIFO), tedy seznam s omezenim pfipustnych operaci,
ktery umoznuje pouze pridavani a vynechavani na konci, se da velmi vyhodné
implementovat zietézenym seznamem. Jelikoz ale jiz vime, ze pfidavani a vy-
nechavani na konci je obecné obtizné, ale pridavani a vynechavani na zacatku
jednoduché, implementuje zasobnik “pozpatku”: ukazatel prvku nebude uka-
zovat na naslednika, ale na predchtidce a proto ze zahlavi pfimo vidime konec
seznamu. To co dfive bylo operaci s prvnim prvkem seznamu, je zde operaci
s poslednim prvkem zasobniku. dalsich komentafi jisté neni tfeba, zkuste si
pridavéani a vynechavani provadét (kli¢ pfidavaného prvku je z pole Kli€ na
ovladaci, ktery Algovize nastavuje nahodné, ale je ho mozné pied pridanim
prepsat).

Zasobnik se tedy i zFetézenym seznamem implementuje velmi jednoduse a
efektivné a odpada zde i obtiz s pocatecni alokaci spravné velkého pole, ktera
nastava u kompaktniho zasobniku.

Scéna: Zretézend fronta

Fronta (neboli FIFO) pfidava na konci a vynechavi na zacdtku. Vime
jiz, Ze vynechavani na zacatku je jednoduché a rychlé. Pridavani na konci
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je jednoduché a rychlé, pokud zname polohu posledniho prvku seznamu.
Implementujeme-li frontu, pak si explicitné polohu posledniho prvku pama-
tujeme; kromé zdhlavi (ukazatelen na prvni prvek seznamu) tedy v popisu
fronty je i ukazatel na posledni prvek fronty, ktery bude umistén pod zahla-
vim a bude Sedivy. Pok bude pfidavani na konec také rychlé (nezapoméiite
pritom aktualizovat ukazatele na posledni prvek).

Mitizete se zeptat, pro¢ jsme ukazatel na posleni prvek nepouzivali u obec-
ného seznamu, ale zavedeme jej u FIFO fronty. Je to proto, Ze potiZ nastane,
pokud se posledni prvek seznamu vynecha. Pak je potiz, kam ukazatel sméro-
vat. Novy posledni prvek se pak musi urcit zdlouhavym prochazenim seznamu
od zacatku. U FIFO fronty se ale posledni prvek nevynechava (pokud neni
zaroven prvinim, tedy pokud ve fronté neni jediny prvek), takZe zminénd obtiz
nikdy nenastane.

I FIFO fronta se tedy zfetézenym seznamem implementuje velmi jednoduse
a efektivné a i zde odpadé obtiz s poc¢atecni alokaci pole.

Scéna: Sprdava paméti

Pri vynechani prvku ze seznamu, tak jak jsme si to vyzkouseli v minulé
scéné, ztratime odkaz na tu ¢ast paméti, ve které se vynechany prvek nachazel.
Pocitacovy systém, respektive s nim spojeny alokator paméti, tuto oblast
neeviduje, protoze ji predal uzivatelské aplikaci. Aplikace ale pfisla o odkaz
tim, ze ukazatel modrého prvku, ktery jediny na cerveny vynechavany objekt
ukazoval, byl pfesmérovan na jeho naslednika (nebo vynulovan, pokud tento
néaslednik neexistoval).

Budeme-li pfidavani a vynechavani delsi dobu opakovat v podobé z minulé
scény, kdy se nestarame o zpracovani nebo recyklaci odpadu, mtzeme brzo
dospét do situace, ze alokator uz odmitne vytvofit novy objekt, protoze jiz
vycerpal vSechnu volnou pamét, kterd byla aplikaci pridélena, ale aplikace s
pridélenou paméti Spatné zachazela a vSechnu ji zahodila do odpadu.

Tato scéna pfinasi ilustraci takové situace: pridavejte do seznamu nové
prvky a jiz zafazené zase vynechavejte tak, Ze si nejprve na ovladaci zatrhnete,
kterou operaci chcete provést a pak provedete nasledujici:

e Pridavani se provadi naptl ruéné a naptl automaticky: napted klepnéte
do volného mista a Algovize vam tam vytvori novy objekt s ndhodné
zvolenym klicem, pak klepnéte na prvek seznamu, za ktery se bude pfi-
dévat (mtize to byt i zéhlavi) a Algovize novy objekt s animaci pfida do
seznamu za zvoleny prvek.

e Vynechavani se spusti klepnutim na néktery prvek seznamu. Algovize
animovanym zpusobem vynechd bud zvoleny prvek nebo prvek za nim
(pokud existuje) v zavislosti na nastaveni na ovladaci (volba mezi Zvo-
leny a Za nim). Prvni mozZnost je to, co obvykle chceme, druha je to,
co vzdy dovedeme provést bleskové.
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Na rozdil od minulé scény oblast, kterd byla obsazena vynechanym prv-
kem, takika splyne s pozadim. Splynuti s pozadi vede k tomu, Ze pfi povrchnim
pohledu (napiiklad kdyz se j& divdm na obrazovku bez bryli) vidime jen ty seg-
menty paméti, ke kterym ma aplikace pristup. V nasem ptipadé to konkrétné
znamena, ze vychazejice ze zahlavi a postupujice podél ukazatelt navstévova-
nych objektd, se do dané oblasti mizeme dostat. Jelikoz jsme pfi vynechani
bezstarostné vyhodili referenci na vynechany prvek, s oblastmi splyvajicimi s
pozadim uz nemuzeme pracovat, napiiklad do nich nelze klepnout, chcete-li
vytvorit novy prvek seznamu. Novy prvek se nevytvorl ani pokud sice klep-
nete do volného mista, které je ale natolik sevieno obsazenymi oblastni, ze
se tak nevejde obdélnik pro novy objekt. V obou pripadech by vas Algovize
upozornila, pro¢ nebyl novy objekt vytvoren.

Netplnost splynuti s pozadim ale umozni pfi pozorném prohlizeni obra-
zovky zjistit, jak situaci vidi alokdtor paméti. O svétlejsich obdélnikovych
oblastech ma poznamenano, ze je aplikaci pridélil. Pochopitelné nevi, jak s
nimi aplikace naklada a tedy nevi, Ze aplikace referenci na né vyhodila, takze
kdyz je pozaddan o pridéleni nového objektu pokousi se ho umistit do tmavsi
éasti volného prostoru, nebot pouze tu ma stale oznadenu jako oblast, kterou
ma aplikace pravo vyuzivat, ale zatim ji nevyuziva.

Scéna zacind seznamem s péti prvky. Doporucuji pak pridavat nové prvky
a vynechavat jiz vlozené tak, aby seznam mél stale priblizné stejnou velikost.
Seznam pak stale zaujima jen velmi malou ¢ast plochy obrazovky, kterd pred-
stavuje oblast paméti, kterd vam (neboli uvazované aplikaci) byla systémem
vyhrazena. Obdélniky pro konstrukci objektui jsou ale v této scéné voleny vétsi
nez ve scénach minulych a tak se velmi brzo stane, ze svétlejsi ¢ast pozadi,
predstavujici oblast odpadu z vynechavani, o které si ale alokator mysli, ze
ji aplikace smysluplné vyuziva, zabere tolik mista, ze se vam do volné tmavé
¢asti pozadi jiz nepodari nikde umistit novy objekt.

Cely postup lze také animovat; pak Algovize pfidava a vynechava prvky
seznamu sama a velmi brzo otravi volny prostor zbytky po vynechanych prv-
cich; pak vyda mezi programatory tolik “oblibené” hlaseni "Out of memory".

Scéna: Shérac odpadu

V této scéné uvidime, jak je mozno si poc¢inat, abychom predesli nehospo-
darné spravé paméti popsané v predchozi scéné.

Reseni problému spravy paméti je jednoduché: zavedeme si jesté jeden se-
znam, kterému budeme fikat odpad (anglicky garbage). Jestlize ze seznamu
vynechdme néktery prvek, pak jej (dfive nez zapomeneme referenci na jeho
umisténi) zafadime do odpadu. V odpadnim seznamu nezalezi na pofadi a
proto je v piipadé jednoduse fetézenych seznamt vhodné jej pridavat na za-
catek, protoze to je nejjednodussi a nejrychlejsi. Zahlavi pro odpadni seznam
je na obrazovce umisténo hned pod zdhlavim pracovniho seznamu a je hnédé.
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Stejné tak se na (svétle) hnédou prebarvi objekt v okamziku jeho pfepojeni z
pracovniho seznamu do odpadu.

Pokud pak budeme chtit pfidat do seznamu novy prvek, nepobézime hned
zadat alokator paméti o zbrusu novy objekt, ale nejprve se podivame do od-
padu. Pokud je odpadni seznam neprazdny (neboli v jeho zahlavi neni nulovy
ukazatel) pak z odpadu vyjmeme libovolny prvek, do jeho datové oblasti zafa-
dime noveé pridavany kli¢ a pripadné dalsi idaje a pak jej vySe popsanym zpt-
sobem vlozime do pracovniho seznamu. Z divodu rychlosti a jednoduchosti
vypoctu je vyhodné pro recyklaci vyjmout prvni prvek odpadniho seznamu,
tedy prvek pifimo ukazovany ze zahlavi. Odpad tedy vyhodné pracuje jako
zasobnik.

Pouze v pfipadé, Ze seznam obsahujici odpad z vynechavani je prazdny (coz
znamena, ze veskerd pamét, kterd aplikaci byla alokdtorem paméti pridélena,
je uzite¢nym zpusobem vyuzivdna), pozddame alokdtor o pridéleni nového
objektu.

Poznamenavam, ze nékteré systémy nebo programovaci jazyky (jako je
tfeba Java) seznam odpadu vedou za vés, aniz by se na cokoliv ptaly. Pro
kazdy objekt, ktery byl aplikaci vytvoren, pocitaji kolik ukazatelt v aplikaci
na néj ukazuje, a pokud tento pocet klesne na nulu, objekt zaradi do odpadu
(pfi¢emz uzivatel mnohdy ani netusi, Ze byl takovy odpadni seznam vytvo-
fen). Alokace novych objektti pak vyuziva recyklace z odpadu a pouze kdyz v
odpadnim seznamu nic neni, obraci se na systémovy alokator. Tento komfort
ovSem néco stoji - prosté prepojeni ukazatele se stava pomérné komplexni
akci, ktera je provedena i kdyZ mnohdy vibec neni potieba. Proto zkuseny
programator vytvarejici dilezity program pro hromadné pouziti mnohdy zvoli
primitivnéjsi a vykonnéjsi programovaci jazyk, ve kterém spravu paméti sou-
visejici s pouzivanim zretézenych seznami vytvori na miru aplikaci.

Poznamenavam také, ze pokud pouzivame v programu vice zietézenych
seznamt, neni tfeba odpadni seznam vytvaiet pro kazdy zvlast, ale jeden
pro vSechny seznamy dohromady. Bez problémt se toto feSeni pouzije pokud
prvky vSech seznamt jsou objekty stejného typu, ale da se s jistymi omezenimi
pouzit i pokud tato podminka splnéna neni.

Pouzivani odpadniho seznamu se také neomezuje na jednoduse zietézené
seznamy, ale mize byt pouzito u mnoha dalsich struktur, naptiklad u obou-
stranné zfetézenych seznamu nebo binarnich vyhledavacich stromt o kterych
ukazatelti (ukazatel na predchtidce a néslednika u oboustranné zietézenych
seznami, ukazatelé na syny a popfipadé i na otce u binarnich stromu), ale
odpad je mozno i tam vést jako jednoduse zfetézeny seznam, vyuzivajici jen
jeden z dostupnych ukazatell, protoze jediné operace s odpadem provadéné
jsou pfidéni a vynechani na zacatku (plus jednoduchy test neprazdnosti).
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Scéna: Operace s jednoduse zretézenymi seznamy

V této scéné si muzete vyzkouset vsechny operace s jednoduse zietézenymi
seznamy, které jsme probrali a to ve vSech variantach a v ruénim, krokovacim
i automatickém mdédu. Je pouzit sbéra¢ odpadu podobné jako v predchozi
scéné, miizete jej ale nechat skryt.

Scéna: Dvousmérné zretézené seznamy

Vidéli jsme, ze nékteré operace z jednoduSe zietézenymi seznamy jsou
¢asové naroc¢né z jednoduchého divodu: ¢asové narocné je v obecném pripadé
nalezeni predchidce prvku jednoduse zfetézeného seznamu.

Predné se jedna o samotnou operaci urceni predchidce, ktera je uziteéna
napiiklad chceme-li prochazet seznam pozpatku, od konce k jeho zacatku;
informace o predchudci je ale mnohdy pozadovana sama o sobé.

Dalsi operace, které urceni predchidce vyzaduji, jsou vynechani zvoleného
prvku seznamu a pridani nového prvku pred zvoleny prvek.

Urcit rychle pfedchtidce bychom méli umét i pokud si chceme uchovavat
explicitné informaci o poslednim prvku seznamu. Neni tézké zavést si kromé
zahlavi seznamu i ukazatel na posledni prvek, ale horsi je jej aktualizovat.
Pokud se na konec seznamu prida novy prvek, nic strasného se nedéje, ukazatel
na posledni prvek prosté presmérujeme na nové pridany prvek. Pokud ale
posledni prvek mame vynechat, informaci o pfedchidci potfebujeme nejen k
provedeni operace, ale i k tomu, abychom védéli, kam ptrepojit ukazatel na
konec seznamu: dosavadni hodnota ukazatele se stala neaktualni a musime jej
presmérovat na predchidce ptivodniho konce.

Jestlize se operace vyzadujici informaci o predchudci provadéji castéji, je
vyhodné v kazdém prvku seznamu kromé ukazatele na naslednika v seznamu
pouzivat i ukazatel na jeho predchudce. Kazdy prvek seznamu tedy bude ob-
jekt tfidy, ktera zahrnuje alespon tfi slozky: ukazatel na naslednika, ukazatel
na predchiidce a kli¢ nebo obecnéji datova slozka objektu.

Tato scéna je primou analogii predchozich scén a umoznuje provadét vsech-
ny vyse popsané operace se seznamy ve vSech jejich variantach a médech. Ob-
délniky ale jsou rozdéleny na tii ¢tverecky odpovidajici tfem slozkam objektu,
vyjmenovanym v predchozim odstavci.

Zahlavi pracovniho seznamu obsahuje dvé slozky: ukazatel na prvni pr-
vek a ukazatel na posledni prvek. Je téz pouzit sbérac¢ odpadu ktery, jak uz
bylo naznaceno ve scéné o sbérac¢i odpadu, je implementovan jako jednoduse
zietézeny seznam, vyuzivajici pouze ukazatel na néslednika (levy ¢tverec v
objektu), zatimco ukazatel na pfedchidce (stfedni ¢tverec) je nevyuzivan a
proto prislusna sipka neni zobrazovana.

Predpokladam, ze operace s dvousmérné zietézenym seznamem, které jsou
co do manipulace s ukazateli na naslednika identické s operacemi v jednoduse
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zietézeném seznamu, jsou natolik prirozené a ziejmé, Ze je neni nutno ko-
mentovat. Dostacujici je ménit ukazatel na predchudce tak, aby predchidce
néslednika i naslednik predchidce libovolného prvku v seznamu (pokud exis-
tuji) byli rovni prvku v.

Co se tyce rychlosti provadéni operaci, musime sice pro kazdy objekt, se
kterym manipulujeme, pracovat se dvéma ukazateli, ale na druhou stranu v
mnoha piipadech odpada prochazeni seznamem nebo jeho podstatnou casti.
Vsechny zdkladni varianty pridavani (na zacatek, na konec, pred a za zvoleny
prvek) a vynechavéni (vynechani prvku na zac¢étku nebo na konci, vynechéni
zvoleného prvku nebo prvku, ktery se nachazi pied nebo za nim) se prove-
dou v konstantnim c¢ase, pfepojenim nékolika ukazatelt, bez ohledu na to, jak
dlouhy seznam je. Stejné tak je okamzité urceni prvniho a posledniho prvku
seznamu a predchiidce a naslednika zvoleného prvku seznamu. Rozdéleni se-
znamu a spojeni dvou seznamu v jeden jsou také operace, které lze provést
v konstantnim case; u jednoduse zretézenych seznamu jsme vidéli, ze jedi-
nou potizi je, ze pro spojovani je tfeba znat konec seznamu, ke kterému se
pfipojuje, coz je ale zde pfimo dostupna informace. Rychla je zde i operace
rozdéleni, pokud je dan vrchol, ktery ma byt prvni v odpojovaném seznamu,
protoze jeho explicitné zadany predchudce bude posledni v prvnim z vysled-
nych seznam.

Na druhé strané vyhledavani prvku s danym kli¢em, hledani minima a
maxima jsou operace, které ze samotné povahy problému vyzaduji prohle-
dani podstatné ¢asti seznamu a v nepfiznivém pripadé celého seznamu a ani
dvousmeérné zretézené seznamy neumozinuji provadét tyto operace rychleji.






Kapitola 2

Binarni stromy

V této kapitole se budeme zabyvat datovymi strukturami, které se pouzivaji
pro uloZeni mnozin ¢isel, se kterymi muzeme provadét nasledujici operace:

inicializace - vytvori strukturu, popisujici prazdnou mnozinu. Iniciali-
zaci také muzeme volat kdyz chceme mnozinu vyprazdnit, t.j. najednou
z ni vynechat vse, co se v ni nachéazi,

nalezeni prvku - je déno ¢islo a ma se zjistit, zda se v mnoziné nachéazi
a v kladném ptipadé se také urci kde je ulozeno (viz dale),

vloZeni prvku - do mnoziny se vlozi zadané ¢islo (pokud ovSem v
mnoziné jiz je, neprovede se nic),

vynechani prvku - z mnoziny se vynechd ¢islo, zadané mistem kde je
ulozeno (viz déle) - tim je zaruceno, Ze se v mnoziné opravdu nachdzi;
pokud nevime, zda ¢islo, které chceme vynechat, v mnoziné je a nebo
kde je ulozeno, musime provést operaci nalezeni prvku,

minimum, maximum - pokud je mnozina neprazdna, naleznou nej-
mensi, resp. nejvétsi ¢islo, které v mnoziné je.

Datova struktura implementujici vsechny tyto operace se obvykle nazyva
slovnik.

Jednoduchou moznosti, jak tyto operace provadét, je srovnat prvky do
posloupnosti a posloupnost reprezentovat zptsoby popsanymi v predchozi ka-
pitole. Podle toho, jak si prvky do posloupnosti sefadime, existuji dvé varianty
tohoto postupu.

Jestlize pripustime jakékoli potradi, pak je vyhodné pouzit dvousmérné
zietézeného seznamu a pridavat napriklad na zacatek nebo na konec. Pak je
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neni) i vynechévani prvku mnoziny (pokud vime, kde je v seznamu uloZen). Na
druhé strané vyhledavani prvku v mnoziné vyzaduje obecné projit cely seznam
nebo jeho vyznamnou ¢ast a proto je u velkych mnozin velmi zdlouhavé.

Pokud prvky mnoziny srovndme monoténné (napiiklad rostoucim zptiso-
bem), pak pouziti zfetézenych seznami nepfindsi nic zasadné nového: vyne-
chavani prvku ulozeného na znadmém misté je okamzité, neispésné vyhleda-
vani neni nutné délat az do konce seznamu, ale jen do okamziku, kdy jiz
narazime na cisla vétsi nez je hledané ¢islo, ale na druhé strané nelze pridavat
na zacCatek nebo konec, ale do presné vymezeného mista v seznamu a tudiz
operaci pridavani neni mozno provést v konstantnim case.

Zajimava je ale implementace monoténnim kompaktnim seznamem. Pfi-
davani a vynechani je sice neefektivni - misto, kde k nému dochézi, mize
obecné lezet kdekoli v seznamu a proto se nevyhneme rozsahlym pfesunim
prvki seznamu, ale je to jedina z implementaci slovnikovych struktur, ve které
se efektivné vyhledava. V minulé kapitole, ve scéné o vyhledavani v usporada-
ném kompaktnim seznamu, jsme totiz vidéli, Ze se operace da provést v case,
ktery je imérny logaritmu poctu prvki seznamu.

Jak je tedy vidét, pro kazdou implementaci slovniku seznamem je alespon
jedna z potfebnych operaci je provadéna casové neefektivnim zptsobem - v
Case, ktery je v nepriznivém nebo nejhorsim pripadé tmérny poc¢tu prvku
seznamu.

Stromové datové struktury jsou svym zpusobem kombinaci vyhod vyhle-
davani ptlenim v kompaktnim usporadaném seznamu a rychlého vkladani
a vynechavani v oboustranné zretézeném seznamu. V této kapitole budeme
probirat binarni vyhledavaci stromy, které budeme oznacovat zkratkou BVS.
Mnozinu o n prvcich lze ulozit do BVS tak, ze libovolna z mnozinovych ope-
raci bude provedena v ¢ase imérném logaritmu poc¢tu prvki mnoziny. Cela
zalezitost ma ale jeden héacek: pridani a vynechani prvkid se sice provedou
rychle, ale ovlivni se tim tvar stromu zptsobem, ktery zavisi pouze na vztahu
prvku, se kterym se pracuje, k ostatnim prvkiim mnoziny. MuzZe se stat (a
také se mnohdy stavd), Ze se tvar stromu méni nepfiznivym zplisobem a v
nejhorsim ptipadé strom zdegeneruje tak, ze vétSina operaci vyzaduje projit
vétsinu (nebo dokonce vSechny) vrcholy stromu a tim se provadéni operaci
stane zdlouhavym a zhruba srovnatelnym se seznamy.

Je sice mozné ukazat, ze pokud se klice pridavaji a vynechavaji dostatecné
ndhodné (nebudu zde podrobnéji rozebirat, co to znamena), degenerace tvaru
stromu je obvykle velmi mirna a doba nutné k provadéni operaci neni o mnoho
delsi nez v optimalné zkonstruovaném stromu, ale ¢asto je potieba mit jistotu,
ze strom prili§ nezdegeneruje.

Zavadéji se proto varianty BVS, které pracuji tak, ze po pfidani nebo
vynechéni prvku (nebo béhem néj) se kontroluje tvar stromu, a pokud je
tfeba, upravi se tak, aby nemohlo dojit k neefektivnimu provadéni operaci.
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Dvé takové varianty, které se nazyvaji AVL-stromy a Cerveno-¢erné stromy,
zde budou také probrany.

2.1 Binarni vyhledavaci stromy

Scéna: Uvod

Uvodni scéna je jen graficks ilustrace, ukazujici binarni strom o 500 vrcho-
lech. Levy (pravy) syn libovolného vrcholu v a jeho potomci jsou zobrazeni
vlevo (vpravo) od vrcholu v. Zkuste si ale pfepnout mezi volbami Néhled:
Kofenovy a Nahled: Linearni. Pfi prvnim se kofen umisti (horizontalng)
do poloviny obrazovky, jeho synové do 1. a 3. ¢tvrtiny, jejich synové do 1.,
3., 5. a 7. osminy obrazovky atd. V druhém piipad€ jsou zase zleva doprava
pravidelné rozestupy mezi z-ovymi soufadnicemi vrcholi. Oba zptisoby maji
své vyhody a nevyhody a oba budou pouzivany, v mnoha pripadech bude mit
uzivatel volbu podobné jako v této scéné.

Scéna: Bindrni strom

Byl vytvofen binarni vyhledavaci strom (BVS) o 25 vrcholech. Podivejte
na strom na obrazovce. Nejvyssi vrchol nazyvame kofen (strom tedy roste
dolt, opa¢né nez v prirodé). Kazdy vrchol mize mit az dva syny, jeden z
nich je levy a druhy je pravy; v pripadé, Ze vrchol ma pouze jednoho syna, je
urceno, zda je levy nebo pravy. Vrchol, ktery nemé zadného syna, se nazyva
list. Je-li vrchol v synem vrcholu u, pak fekneme, ze u je otcem vrcholu v.
Kazdy vrchol stromu s vyjimkou kofene ma pravé jednoho otce.

Jestlize existuje posloupnost vrcholt vy, ..., v, takova, ze proi =1,... )k
je v; synem vrcholu v;_1, pak fekneme, ze v je potomkem vy a naopak vg je
predkem v. Pripoustime zde k = 0, neboli vrchol je také sAm sobé potomkem
i predkem.

Podstrom urceny vrcholem u je mnozina obsahujici vSechny potomky vr-
cholu u. (Podstrom urceny vrcholem tedy tento vrchol zahrnuje. ) Levy/pravy
podstrom vrcholu u je podstrom uréeny levym/pravym synem vrcholu v nebo
prazdna mnozina, pokud tento syn neexistuje.

Klepnéte mysi na libovolny vrchol stromu; vybrany vrchol zrtzovi, ostatni
vrcholy podstromu uréeného vybranym vrcholem ztistanou tmavé, ale ostatni
vrcholy vyblednou.

I v této scéné je mozno prepinat mezi dvéma zpusoby kresleni stromu -
kofenovym a linedrnim. Je mozné si nechat vytvorit novy strom, ktery bude
mit tolik vrcholi, kolik je ¢islo v poli u oznaceni Kolik vrchola.
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Scéna: Bindrni vyhleddvact strom

Mnozinu M obsahujici n ¢isel ulozime pomoci BVS tak, ze vytvofime [i-
bovolny binarni strom s n vrcholy a pak do kazdého vrcholu ulozime jeden
prvek mnoziny M, zvany kli¢, a to tak, aby platilo pravidlo, uvedené v nasle-
dujici scéné. V této scéné je pouze ukazano, jak klice vrchol znazornujeme
graficky: pod kazdym vrcholem je nakreslen sloupec, ktery svou vyskou od-
povida velikosti klice vrcholu. Klepnéte na libovolny vrchol; zrtizovi vybrany
vrchol a zaroven sloupec znazornujici velikost jeho klice. V poli hodnot se také
objevi modra vodorovna ¢ara, umoznujici porovnavat snadno zvoleny kli¢ s
kli¢i ostatnich vrcholi.

Do vrcholu se ¢asto ukladaji nekdy velice komplexni data, kterd jsou jed-
noznac¢né oznacena stanovenym identifikacnim c¢islem, které pak slouzi jako
kli¢ vrcholu.

Velikost znazornéného BVS i jeho zpusob nakresleni lze ménit stejné jako
v pfedchozi scéné. Navic je mozno zvolit, zda bude zobrazovano okénko se
sloupci znazornujicimi velikost kli¢t ve vrcholech.

Scéna: Bindrni vyhleddvaci strom - podminka

Klice, popsané v predchozi scéné, musi byt do vrchold binarniho stromu
ulozeny tak, aby platilo nasledujici pravidlo, které zarucuje, ze se ve stromu
snadno nalezne hledany klic:

Pro libovolny vrchol v plati, ze

e (islo ulozené v libovolném vrcholu w, ktery patii do levého podstromu
vrcholu v, je mensi nez ¢islo ulozené ve v a

e cislo uloZzené v libovolném vrcholu w, ktery patii do pravého podstromu
vrcholu v, je vétsi nez ¢islo ulozené ve v.

Zkontrolujte si platnost podminky pro uvedeny strom: Pti klepnuti na li-
bovolny vrchol tento vrchol zrtizovi, vrcholy jeho levého podstromu zmodraji
a v pravém podstromu zezelenaji. Ostatni vrcholy vyblednou. Podminka sta-
novi, ze klice modrych vrchold musi byt mensi nez kli¢ razového zvoleného
vrcholu, klice zelenych vrcholti musi byt vétsi nez kli¢ rtzového vrcholu. Pri
nasem zpusobu kresleni stromu podminka znamena, Ze probirame-li vrcholy
zleva doprava, jejich kli¢e rostou, jak je vidét na sloupcich pod vrcholy.

Neékdy se pripousti, aby dva rtzné vrcholy mély stejny kli¢ a v podmince
se misto “mensi/vétsi” ¥ikd “mensi nebo rovno/vétsi nebo rovno”, my to v8ak
pro jednoduchost vykladu pripoustét nebudeme.

Scéna: Vyhleddvani v BVS
Nyni se podivame, jak zjistit, zda dané ¢islo k je klicem nékterého z vrchola
stromu a v kladném pripadé tento vrchol urcit.
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Hledéani zac¢iné v kofeni stromu. Porovname hledané c¢islo s klicem kofene.
Jsou-li si rovny, hledany vrchol byl nalezen. Tento pripad je vSak velmi ridky.
Pokud se ¢isla nerovnaji, pak pravidlo pro rozmistovani kli¢t v BVS 1ika, Ze
je-li hledané ¢islo mensi nez kli¢ vrcholu, musime pfejit do levého syna kotfene
a hledat v jeho podstromu, je-li vétsi, musime hledat v podstromu urceném
pravym synem.

Hledani pak provadime opakovanim operace, ktera byla provedena v ko-
feni, tedy je-li kli¢ aktudlniho vrcholu stejny jako hledané ¢islo, byl hledany
vrchol nalezen, jinak prejdeme do levého nebo pravého syna, pokud je hledané
¢islo mensi, resp. vétsi nez kli¢ vrcholu.

MiZe se ovSem stat, ze bychom chtéli jit do levého (nebo pravého) syna
a ten ve stromé neni. To znamena, Ze se hledané ¢islo v mnoziné popsané
stromem nenachazi, protoze jinde nez v chybé&jicim synu by byt nemohlo.

Zkuste si nyni hledani ¢isla ve stromu jako kli¢e nékterého vrcholu: hledané
¢islo se zada nékterym z nasledujicitho zpusobu:

e bud piimo numericky do pole vpravo od navésti K1i¢ na ovladaci

e nebo klepnutim na néktery vrchol - tim se jako ¢islo zvoli kli¢ poklepa-
ného vrcholu

e nebo klepnutim do pole sloupeckti pod stromem - hodnota je dana vys-
kou bodu, zadaného klepnutim

e nebo klepnutim na Dotaz - pocita¢ vybere dotazované ¢islo ndhodné.

Ve vsSech ¢tytech pripadech se zadana hodnota zobrazi numericky na ovla-
daci a graficky vodorovnou ¢arou v poli sloupcti ve vySce tmeérné zvolené
hodnote.

Pribéh vypoctu lze sledovat krokovanim (knoflik Krok) nebo jako ply-
nulou animaci (knoflik Animuj).

Pr1i hledani se do kofene umisti zeleny zeton, ktery se pohybuje stromem a
ukazuje kofen podstromu, ve kterém by se mohl skryvat hledany kli¢. Vrcholy
nepatfici do tohoto podstromu (které urcité hledany kli¢ neobsahuji) vybled-
nou. Je-li nalezen hledany kli¢, barva zetonu se zméni na ¢erveno-hnédou. V
pripadé, Ze kli¢ nebyl nalezen, se Zeton zbarvi fialové a stranou od néj se zob-
razi otaznik, a to v misté, kde by mél byt, ale neni, dalsi vrchol pfi hledani
klice.

Scéna: Hleddni minima v BVS

Hledani minima je zfejmé a velmi jednoduché; z kotfene zZeton postupuje
doleva dokud to jde. V okamziku kdy se dostane do vrcholu, kterému schazi
levy syn, byl nalezen vrchol s minimélnim klicem. Zptsob krokovani operace
je standardni.
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Scéna: Hleddni mazima v BVS

Hledani maxima je zrcadlovym obrazem hleddni minima, Zeton postupuje
stale doprava.

Scéna: Pridavani klice do BVS

Uvodni &ast této operace je stejna jako vyhledavani. Pokud se zjisti, ze
pridavany kli¢ uz ve stromu je, nic dalsiho se neprovede. Pokud vyhledavani
zjisti, ze kli¢ ve stromu neni, identifikuje zaroven misto, kde by se mél nachazet
chybéjici syn nékterého vrcholu. Pak se chybéjici syn vytvoii a prida a ulozi
se do néj pridavany klic.

Zadejte kli¢ podobné jako u operace vyhledavani, ale tak, aby kli¢ v mno-
7iné nebyl (tedy napt. pti zadani klepnutim na vrchol pak éislo uvedené na
ovladaéi pozméiite). Krokovani se provadi standardnim zpiisobem.

Scéna: Vynechavdni klice listu

Vynechavame-li z mnoziny, kterou popisuje strom, jedno ¢islo, pak potre-
bujeme védét, ve kterém se nachazi vrcholu. To je ¢asto splnéno; mnohdy je
vynechévané ¢islo popsano jako (nezndmy) kli¢ zadaného vrcholu. Pokud ale
misto ulozeni ¢isla ve stromu nezname, pak napied zavolame operaci vyhle-
davani a piislusny vrchol uréime (muzZe se stat, Ze zjistime, Ze dané ¢islo ve
skute¢nosti neni kli¢em zadného vrcholu; pak pochopitelné neprovedeme nic).

V této scéné se zabyvame nejjednodussim pripadem, kdy vynechavané ¢islo
lezi v listu, tedy vrcholu bez synt. V tomto pripadé prosté list odtrhneme i s
klicem a vyhodime.

Pokud vrchol mél otce, v zavislosti na tom, zda byl levym ¢i pravym synem
svého otce, otci vynulujeme prislusny ukazatel na syna. Pokud vrchol nemél
otce (byl tedy kofenem, coz znamend, Zze vynechavany vrchol byl jedinym
vrcholem stromu), bude po vynechani strom prazdnyg, coz obvykle znamen4, ze
je nutno upravit referenci na strom (kterou byva ukazatel na nyni neexistujici
kofen).

Kliknutim zvolte néktery list (kliknuti je neaktivni u vnitinich vrcholi
stromu) a pak operaci vynechavani bud provedte p¥imo nebo si ji zkuste kro-
kovat.

Scéna: Vynechavdni klice z vrcholu s jednim synem

Tato scéna je podobna jako predchozi, ale predpokladame, Ze vrchol urceny
k vynechani mé pravé jednoho syna (bud levého nebo pravého). Tato operace

Je-li vynechévany v vrchol kofenem (nulovy otec), pak se vrchol v odtrhne
a jeho (jediny) syn w se stane novym kofenem stromu.
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V opac¢ném piipadé se vrchol v také odtrhne, ale jeho jediny syn w je jako
syn adoptovan otcem vrcholu v (a stane se levym nebo pravym synem podle
toho, zda v byl levym nebo pravym synem svého otce, ale bez ohledu na to,
jakym byl w synem vynechaného vrcholu v).

Kliknéte na vrchol s jedinym synem (pro ostatni vrcholy je kliknuti neak-
tivni). V této scéné je zaruceno, Ze strom takovy vrchol bude mit (vrcholy s
jednim synem jsou na rozdil od listti a vrcholil s obéma syny u nahodné vytva-
Fenych stromi malo casté). Pak si operaci vynechdvani provedte; doporucuji
si animaci kroku prepojovani ukazatele zpomalit.

Scéna: Vynechavdni klice z vrcholu s obéma syny

Nakonec nejslozitéjsi je vynechani vrcholu v se dvéma syny. Takovy vrchol
nelze primo vynechat, jeho dva syny by nebylo mozno na jeho otce napojit.
Proto postupujeme jinak: z vrcholu v napred odstranime kli¢; bylo to ¢islo,
které mame odstranit. Potom nalezneme vrchol w, jehoz kli¢ je nejblize nizsi
vynechanému klici a kli¢ z w pfesuneme do v a nakonec vynechame vrchol w.

Volba nejblize nizsiho klice je diktovana tim, aby pfesunem klice z w do
v se neporusila podminka o umisténi klici v BVS (bylo by také mozno volit
kli¢ nejblize vyssi).

Snadno se nahlédne, ze vrchol s nejblize nizsim klicem se nalezne tak, ze se
z v prejde do jeho levého syna (méjte na paméti, Ze v mé oba syny) a pak se
opakované postupuje do pravého syna, dokud existuje. Je to vlastné hledani
maxima v levém podstromu vrcholu v, kde se nachazeji klice mensi.

Ze zpusobu hledani vrcholu s nejblize nizsim klicem také plyne, ze nalezeny
vrchol w nebude mit pravého syna (a mozné ani levého), takze jej jiz umime
vynechat jednou z vyse uvedenych operaci, popsanych v predchozich dvou
scénach.

Scéna: Vynechavdni klice z BVS

Pro tdplnost si jesté ukazeme vynechani klice, ktery ale neni zadan volbou
vrcholu ve kterém lezi, ale ¢iselnou hodnotou; zadavani dotazu je obdobné
jako pri pfidavani. Je to vlastné kombinace hledani kli¢e a vynechavani klice
daného polohou.

Scéna: Operace s BVS

V této scéné je mozno si vyzkouset vSechny operace s bindrnim vyhleda-
vacim stromem; staci zvolit si na ovladaci operaci a standardnim zptisobem
ji provést nebo krokovat. Vrchol pro vynechavani je nutno zvolit klepnutim
mysi.
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Scéna: Hloubka ndhodného BVS

Libovolna z vyse uvedenych operaci se provadi podél cesty, kterd vede z
kofene do nékterého z vrcholti (naptiklad nalezeny vrchol u vyhledédvani, mi-
nima a maxima, pfidany vrchol u pfiddvani) nebo mezi nékterym vrcholem a
jeho potomkem (otec a syn vynechavaného listu nebo vrcholu s jednim synem
nebo cesta z vrcholu do maxima jeho levého podstromu pii vynechavani vr-
cholu s dvéma syny). Na kazdé hladiné pfitom provedeme pouze nékolik malo
operaci, jejichz pocet je omezen konstantou nezavislou na velikosti stromu.
Proto je doba potifebna k provedeni libovolné z vyse popsanych operaci i v
nejhorsim pfipadé tmérna hloubce stromu, t.j. délce nejdelsi cesty z kofene
do néjakého listu.

Hloubka BVS muze byt velmi mala ve srovnéani s po¢tem jeho vrcholi. V
optimalnim ptipadé, kdy s vyjimkou nejnizsi vrstvy vrcholid méa kazdy vrchol
2 syny, je v nejvyssi vrstvé (budeme ji oznacovat jako nultou) koten, tedy 1
vrchol, v prvni vrstvé 2 vrcholy a v kazdé dalsi vrstvé dvojnasobek vrcholi
vzhledem k piedchozi vrstvé, tedy v j-té vrstvé je 27 vrcholl a mé-li strom k
vrstev, pak obsahuje 1+2+4+ - --+2% = 281 _1 yrchold, tedy jeho hloubka
k je rovna [logy(n + 1)] — 1 &~ log, n.

Jisté vite, ze funkce logaritmus roste opravdu velmi pomalu; napiiklad
log, 1000000000 je méné nez 30 (a strom s miliardou vrcholii se ndm uz tézko
vejde do pocitace).

Jestlize prvky pridavame do bindrniho vyhledavaciho stromu ndhodné (na-
ptiklad u appletu nahodné se stejnou pravdépodobnosti z jistého velkého in-
tervalu celych nezapornych ¢isel), pak hloubka stromu neni o mnoho vétsi,
nez u optimalniho stromu (da se dokazat, Ze je nejcastéji okolo 1,44 log, n).

Knoflikem Pridej pridavejte do ptivodné prazdného stromu najednou vétsi
mnozstvi ndhodné a rovnomérné generovanych klict. Pocet pro jednu davku
je nastaven na 500, ale je mozné ho na ovladaci zménit. Je vidét, ze strom je
obvykle pomérné dobie vyvazeny.

Hodnoty v pravém hornim rohu znamenaji: N celkovy pocet vrchold,
mazH hloubku stromu (délka nejdelsi cesty z kofene do listu) a aveH pru-
mérnou hloubku vrcholu (tedy aritmeticky primér délek cest z kofene do
jednotlivych vrcholti - vSech, ne jen list). Je patrno, Ze i velmi velké stromy
maji malou hloubku. Nakonec log, N znamena dvojkovy logaritmus ¢isla NV
pro ilustraci, ze pomér maximalni i primérné hloubky nahodné vytvareného
stromu k log, N zUstava pfiblizné stejny (a maly).

Je také mozné zménit zpusob kresleni stromu pfepnutim mezi Nahled:
Linearni a Nahled: Korenovy. Druhy z nich pékné ukazuje, ze nékteré
vétve stromu byvaji zakrnélé, ale obvykle se nevyskytuji vétve prili§ prerostlé.

Scéna: Hloubka ndhodného BVS (pokracovdni)

Tato scéna je prakticky stejna jako predchozi, vrcholy jsou pridavany po
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100, ale klice jsou generovany jinym zptsobem: kli¢ je vybran ndhodné a
rovnomérné v rozmezi od 0 do B, kde B pozvolna roste. Zptisob ristu neni
prilis dulezity, je volen tak, aby vytvafrel zajimavé vypadajici obrazky, ale
podstatné je, ze se stredni velikost generovanych kli¢t postupné zvétsuje.

Knoflikem Pridej opétné pridavejte vrcholy a sledujte tvar stromu. Ze za-
catku jesté strom vypada celkem vyvazené, pak ale zacne prava vétev vyrazné
rust na ukor druhych, takze maximalni i stfedni hloubka vrcholu, udané ¢isly
maxH a aveH jsou vyrazné vétsi nez v predchozi scéné pro srovnatelny pocet
vrchold N.

Scéna: Vyhleddvani v nevyvazeném BVS

V této scéné pouze zkusime krok po kroku vyhledat ndhodné zvoleny kli¢
vrcholu ve stromu s 2000 vrcholy, ktery byl generovan zptisobem popsanym v
predchozi scéné. Vyhledavani je obvykle tak zdlouhavé, Zze budete-1li postupo-
vat po jednotlivych krocich, patrné je ani nedokoncite.

Scéna: Rotace

V predchozich tfech scénéch jsme vidéli, ze tvar bindrniho vyhledavaciho
stromu muze zdegenerovat tak, ze operace s nim budou probihat velmi po-
malu. Proto se zavadi rtizné zptsoby vyvazovani, které udrzuji tvar binarniho
stromu v prijatelnych mezich a proto i v nejhorsim pripadé operace s nimi
probihaji velmi rychle. Zakladni operaci, kterou se vyvazuji binarni stromy
(AVL-stromy a Gerveno-¢erné stromy, o kterych bude fe¢ pozdéji) je rotace.

Klepnéte na nékterou hranu stromu na obrazovce. Zvolena hrana se “pfe-
klopi” neboli “rotuje” a tim se zméni tvar stromu. Opétovnym klepnutim na
preklopenou hranu ji preklopime do piivodni polohy - rotace je vratna operace.

Velmi doporucuji nastavit rychlost animace tak, aby bylo mozno sledovat,
co se pri rotaci déje.

Dulezité je, ze pri rotaci se vrcholy pfi nasem zpusobu zobrazovani stromu
posouvaji pouze vertikalné, takze ztistava v platnosti podminka na rozmisténi
klica v BVS, kterou je mozno formulovat tak, Ze prochézime-li vrcholy zleva
doprava (podle z-ové souradnice), jejich klice rostou.

Dobré pochopenti rotace je podstatné pro pochopeni funkce AVL-stromi i
cerveno-Cernych stromil, proto tuto a nasledujici t¥i scény neopoustéjte brzo,
ale pohrajte si se stromem. Zkuste naptiklad dostat rotacemi vrchol z nejnizsi
hladiny nahoru, aby se stal kofenem, nebo naopak spustit kofen az dol, aby
se stal listem.

Scéna: Rotacéni schéma

Tento obrazek, ktery muzete spatfit ve vSech ucebnicich, které o BVS
pojednavaji, ukazuje rotaci schematicky. Klepejte na knoflik Rotace. Hrana
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uprostied se preklapi; z jejiho horniho konce vychézi kromé rotujici hrany
jesté vazba na druhého syna horniho vrcholu a jeho podstrom (naznaceny jako
trojuhelnikové oblast) a z dolniho konce vychdzeji hrany ke dvéma syntm a
jejich podstromim. Povsimnéte si, ze pii preklopeni trojihelnik predstavujici
levy podstrom se pohybuje vertikdlné opa¢nym smérem nez pravy podstrom
a podstrom uprostred zlstava ve stejné vysce. Tento nepohyblivy strom nam
v nékterych pripadech zkomplikuje navrh vyvazovacich operaci.

Scéna: Rotace ve velkém stromu

Scéna ukazuje totéz jako rotacni schéma z predchozi scény, ale ne schema-
ticky, nybrz na prikladé velkého stromu. Klepnéte na libovolnou hranu; pro
nazornost je lepsi volit dlouhou hranu nahote blizko kotene. Je dobfe vidét
v opacnych smérech vertikalné se pohybujici podstromy a nehybny podstrom
mezi nimi.

2.2 AVL stromy

Scéna: AVL strom

Aby se ptedeslo vzniku nevyvazenych BVS, ve kterych provadéni operaci
trva velmi dlouho, pridavani a vynechavani vrcholt se upravuje riznymi zpu-
soby, které zabranuji vzniku vyraznych nevyvazenosti. Jednou z téchto uprav
jsou AVL stromy (pojmenované podle autori metody, Adelson-Velského a
Landise).

AVL-strom je bindrni vyhledavaci strom, ktery pro kazdy svij vrchol v
splnuje nasledujici podminku:
vyska levého podstromu vrcholu v se od vysky jeho pravého podstromu lisi
nejvyse o 1.

Specidlné pokud jeden syn nékterého vrcholu chybi, druhy chybi také nebo
je listem.

Vrcholy AVL-stromu budeme znézornovat jako vahadélka. Jestlize pro jisty
vrchol je jeho levy podstrom (t.zn. podstrom uréeny jeho levym synem) stejné
hluboky jako jeho pravy podstrom, je vahadélko vodorovné. (Specidlné je
vodorovné, pokud vrchol postradé jak levého, tak i pravého syna.) V opaéném
pripadé se vahadélko nakloni na stranu hlubsiho podstromu.

Ovladac je na pocatku nastaven na pridavani vrcholi po jednom: knofli-
kem Dalsi vrchol pridavejte vrcholy a sledujte, Ze strom stale spliiuje AVL
pravidlo. Zménou ¢isla v poli Kolik vrchola se nastavi poc¢et v jednom kroku
pridanych vrcholt. Co se pfi pridavani déje bude vysvétleno pozdéji.

Zkuste si strom vymazat knoflikem Zrus strom a zménit zptisob nahodné
volby pfidéavanych ¢isel na Posunujici se distribuci, kterda mé devastujici
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aéinky u prostého BVS. U AVL stromu ke vzniku nevyvazenosti nedochézi,
vyvazenost stromu je lepsi, nez byla u stejnomérné ndhodného rozlozeni vy-
vazenost BVS.

Mizete téz strom vymazat znovu a zménit zpusob nadhodné volby pfi-
déavanych ¢isel na Monoténni distribuci. Ta priddava ¢isla z rostouci fady
0,1,2,.... U prostého BVS by to vedlo k degeneraci stromu na jedinou vé-
tev, hloubka stromu by byla nejvétsi mozné (max. hloubka vrcholu N — 1,
pramérnd (N — 1)/2). Ani zde nedojde u AVL stromu ke vzniku podstatnéjsi
nevyvazenosti. Je také dobre vidét, jak vrcholy se stale objevuji na pravé
strané, ale jakmile se prava vétev trochu prodlouzi, vrcholy se “pfeliji” nebo
“preklopi” nalevo a strom se vyvazi.

Scéna: Rotace v AVL stromu

Tato scéna je opakovanim scény s rotaci hran, ale strom je zobrazovan jako
AVL strom s vahadélkovymi vrcholy.

Znézornény strom ale nemusi a obvykle neni AVL-strom, protoze AVL-
podminka neni v nékterych vrcholech splnéna. Vrcholy, které ji porusuji, jsou
také naklonény na stranu hlubsiho podstromu, ale navic jesté ¢ervené obrou-
beny. Pokud takové vrcholy nejsou pritomny, vygenerujte si novy strom.

Zkuste si opét provadét rotace. Rotacemi lze dosdhnout takika libovolnych
zmén tvaru stromu. Zastante u této scény nejméné tak dlouho, dokud strom
nepfeformujete tak, aby to byl AVL-strom, tedy aby nemél zadny cervené
obroubeny vrchol. Uvidite, ze to pomérné snadné, ale nikoliv trivialni.

Pokud c¢ervené obroubené vrcholy odstranite, zkuste naopak AVL-pod-
minku hodné pokazit. V nejhorsim pripadé pouze dva vrcholy nejsou ¢ervené
obroubené - zkuste takovy tvar vyrobit. Rotace je vratna, da se ji tvar stromu
zkazit, ale pak zase napravit. AVL algoritmus pochopitelné pouziva rotace
uvazlivé, aby vyvazenost zachovaval, nikoli kazil.

Pak jesté znovu silné nevyvazené vrcholy “vyrotujte” pry¢. Cely postup
tFeba nékolikrat zopakujte, dokud vam nebude zcela jasné, co to je AVL-strom
a jak ho ziskat rotacemi.

Scéna: Priddvdni do AVL-stromu - pFipad 0

Po seznameni se s rotacemi se jiz mtizeme pustit do operaci AVL stromu.
Jelikoz vyhledavani a ur¢ovani minima a maxima neméni tvar stromu, pro-
vadéji se stejné jako v BVS. Operace, které ale tvar méni a obecné mohou
porusit podminku AVL, jsou pfidavani a vynechavani kli¢e nebo vrcholu. V
této scéné si probereme operaci pridavani do stromu, ktery Algovize vytvorila.

Do AVL stromu se nejprve pridd novy vrchol se zadanym klicem tplné
stejné jako u BVS stromu. Poté mohou nastat t¥i pripady. V této scéné je
probiran nejjednodussi z nich, kdy se po pridani nového vrcholu BVS algorit-
mem neporusi podminka AVL a proto neni tifeba tvar stromu ménit.
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I kdyz ale po pridani vrcholu je strom stile AVL-stromem, operace jesté
(na rozdil od BVS stromi) nekon¢i. Pov§imnéte si, ze po pfidani vrcholu
se u nékterych vrchold na cesté od pridaného vrcholu zpét ke koteni objevi
rozdvojeni. Pod ¢ernym vahadélkem vrcholu se objevi neiplné zakryté bilé
vahadélko, sklonéné pod jinym thlem. Vysvétlim nyni, co to znamena.

Pri zjistovani, ktery vrchol je popfipadé silné nevyvazeny nebudeme vzdy
znovu urcovat vysky podstromt jeho synii, protoze by to bylo prilis zdlouhavé.
Namisto toho bude kazdy vrchol zahrnovat proménou, které ma hodnoty “na-
klonén vlevo”, “vyvazeny” a “naklonén vpravo”. Pokud se vyvazenost vrcholu
zméni, musime hodnotu proménné opravit.

Pridanim listu do AVL-stromu se vyvazenost fady vrcholt zméni, ale chvili
potrva, nez prislusnym zptsobem opravime hodnoty proménnych, udavajicich
u jednotlivych vrcholi jejich vyvazenost. Tyto proménné jsou tedy po jistou
dobu neaktualni, coz je vyjadfeno dvojitymi vahadélky. Cerna vahadélka v
popredi vyjadiuji skutecny stav a proto se jejich polohy okamzité zméni po
pridani listu. Bila vahadélka v pozadi oznacuji hodnoty proménnych, ulozené
v pocitaci; jejich hodnoty zustavaji po jistou dobu nezménény a proto u fady
vrchold nespravné. Vzhiru stoupajici zeleny zeton je aktualizuje. Z tohoto
divodu nemtzeme pridavani okamzité po pridani listu ukoncit, ani kdyby
AVL-podminka zistala zachovana.

Jisté poznate, pro¢ nékdy zeleny zeton, oznacujici aktivni vrchol, vystoupa
az ke kofeni a jindy se pomérné brzo zastavi. Zeton se do vrcholu dostane z
podstromu, jehoz hloubka se pfidanim zvétsila. Musi se proto opravit hodnota
proménné, udavajici vyvazenost vrcholu.

Byl-li vrchol vyvazeny (tedy bilé vahadélko je vodorovné), nakloni se na
stranu odkud Zeton pfisel (a tim se bilé vahadélko, udévajici hodnotu balanéni
proménné, skryje za ¢erné vahadélko, udavajici skutecny stav). V tomto pii-
padé se zjisti, ze se hloubka podstromu zakofenéného ve vrcholu, ve kterém
se nachazi zeleny zeton, zvysila. Proto musi Zeton postoupit vyse a upravit
udaj o vyvazenosti i tam.

Byl-li vrchol naklonén na opacnou stranu, nez odkud pfisel zeleny Zeton,
stane se vyvazenym (ptivodné naklonéné bilé vahadélko se skryje za vodorovné
¢erné vahadélko). V tomto pfipadé se ale hloubka podstromu zakofenéného
ve vrcholu, ve kterém se nachézi zeleny zeton, nezvysila. Udaje o vyvazenosti
predchudctt vrcholu proto jsou v poradku a operaci je mozno ukoncit.

Kdyby byl vrchol naklonén na stranu, odkud ptisel zeleny Zeton, stal by
se silné nevyvazenym. Strom a dotaz v této scéné byly vytvoreny tak, aby k
této situaci nedoslo. Setkdame se s ni ale ve scénach nasledujicich.

Scéna: Pridavani do AVL-stromu - pripad 1

Pripad 1 nebo 2 nastavaji, pokud pfidanim vrcholu podle BVS algoritmu
vznikne alespon jeden silné nevyvazeny vrchol - tak budeme nazyvat vrchol,
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ktery porusuje AVL podminku. Takovych vrcholti muze vzniknout vic, priklad
v této scéné je volen tak, aby jich bylo hodné. Jisté ale postiehnete, Ze jsou
vzdy na cesté spojujici kofen a pridany vrchol.

V pripadé 1 i 2 zeleny zeton po pridani nového vrcholu stoupéa vzhuru,
upravuje hodnoty proménnych popisujicich vyvazenost vrcholi (coz je gra-
ficky znazornéno jako srovnavéni bilych vahadélek s ¢ernymi) a to tak dlouho,
dokud nenarazi na vrchol, ktery jiz pred pridanim byl naklonén na stranu, ze
které nyni do ného vstoupil Zeton. Tento vrchol se po pridani stal silné nevy-
vazenym a je nyni ¢ervené obrouben. Oznacme tento vrchol, ktery je nejnizsi
ze silné nevyvazenych vrcholl, jako v a ozna¢me jako w toho z jeho synii, ke
kterému je vrchol v naklonén.

Pro usnadnéni identifikace vrchol v v okamziku, kdy do ného vstoupi Zeton,
zfialovi a jeho syn w zmodra.

Pripad 1, probirany v této scéné nastava, kdyz bud vrchol w je vyvdZen a
nebo jsou vrcholy v a w naklonény na stejnou stranu.

V pripadé 1 staci provést rotaci hrany spojujici v s w. Tim se spravi nejen
vyvazeni vrcholu v, ale i vSech pripadnych silné nevyvazenych vrchold nad
nim.

Podminka tohoto ptfipadu totiz rika, ze nevyvazenost vrcholu v zptisobuje
nizky podstrom druhého syna vrcholu v nez je w a pripadné prilis vysoky
podstrom syna vrcholu w, ktery je vzdalengjsi od v. Pri rotaci se ale nizky
podstrom prodlouzi a prilis hluboko zasahujici podstrom naopak stoupne a
tim se rovnovédha v puvodnim podstromu vrcholu v (jehoZ novym kofenem
je nyni w) obnovi. Navic si v§imnéte, Ze se podstromu zakofenénému ve v
pridanim vrcholu zvysila hloubka o 1 (coZ zpisobilo vznik silné nevyvazenych
vrcholt nad v), ale rotaci se jeho hloubka vratila na ptavodni velikost (po
rotaci je ovSem jeho kofenem w) a tim se silné nevyvazené vrcholy nad v zase
spravily.

Scéna: Pridavani do AVL-stromu - pripad 2

Situace v této scéné i priubéh operace jsou velmi podobné scéné piredchozi;
i zde oznacime nejnizsi vrchol, ktery se stal silné nevyvazenym, jako v a w
bude jeho syn, ke kterému je v naklonén.

Pripad 2, probirany v této scéné, nastava kdyz vrcholy v a w jsou naklo-
nény na opacné strany.

Oznacme jesté jako z toho syna vrcholu w, ke kterému je w naklonén.
Podobné jako v predchozi scéné vrchol v v okamziku, kdy do ného vstoupi
zeton, zfialovi a vrchol w zmodra, navic vrchol z zhnédne.

V tomto pripadé by samotna rotace hrany v — w silnou nevyvazenost vr-
cholu v neodstranila. Ta je totiz zptisobena tim, ze prili§ hluboko zasahuje
podstrom syna z vrcholu w, ktery se pfi rotaci nepohybuje a proto dosahuje
stale stejné hluboko.
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V tomto pripadé se proto provede nejprve rotace hrany w — z. Po rotaci je
sice v stale silné nevyvazeny, ale namisto pfipadu 2 nastane nevyvazenost z
pfipadu 1 z minulé scény a naslednd rotace hrany v — w tedy ze stromu ucini
opét AVL strom.

I zde dvojrotace obnovi vyvazenost predchtidct vrcholu v a proto je po
jejim provedeni mozno provadéni operace ukoncit.

Scéna: Vynechavdni vrcholu AVL-stromu

Vynechavani vrcholu je jako obvykle nejkomplikovanéjsi operaci. Nékteré
tkony se provadéji stejné jako u BVS. Vynechavani klice daného hodnotou se
prevede na nalezeni jeho polohy ve stromu a nasledné vynechani klice daného
polohou. Vynechéani klice z vrcholu se dvéma syny se pfevede na vynechani
klice z vrcholu bez pravého syna stejné jako se to provadélo u BVS.

Vynechéavéani vrcholu s nejvyse jednim synem se ale musi upravit. Af je
vynechavan list nebo vrchol s jednim synem, otci vynechavaného vrcholu se
snizi vyska podstromu jednoho z jeho synt.

Podobné jako u pridavani vrcholu, i zde se po odtrzeni vrcholu objevi
rozdvojena vahadélka v fadé vrcholi na cesté z mista vynechani ke koteni,
ktera indikuji, ze proménné popisujici vyvazenost vrcholtl, znédzornéna bilymi
vahadélky, neodpovidaji aktualnimu stavu, znadzornénému ¢ernymi vahadélky.
Proto zeleny zZeton, udavajici aktivni vrchol, za¢ne stoupat vzhiru pocinaje
otcem vynechaného vrcholu a proménné vyvazuje, coz se graficky projevi jako
natoceni bilého vahadélka do zakrytu s cernym.

Mize ovSem vzniknout i silné nevyvazeny vrchol; na rozdil od pridavani ale
mize vzniknout jen jeden a v zadném vrcholu nad nim jiz nejsou rozstépena
vahadélka (proménné popisujici vyvaZenost jsou v pofadku). Silna nevyvaze-
nost nékterého vrcholu v totiz vznikne tim, Ze se snizi hloubka stromu toho
syna vrcholu v, od kterého byl jeho otec v odvracen. Hloubka stromu, zako-
fenéného ve v, je ale dana hloubkou podstromu toho syna, ke kterému je v
naklonén a ta se neméni a proto se nezméni ani hloubka podstromu zakote-
néného ve v a proto se nezméni ani hodnoty vyvazenosti pfedchiidct vrcholu
.

Predpokladejme, ze silné nevyvazeny vrchol vznikl, ozna¢me jej v, syna
vrcholu v, ke kterému je v naklonén, ozna¢ime w. Pro usnadnéni identifikace
vrcholt Algovize neché v okamziku, kdy do v vstoupi zeleny Zeton, vrchol v
zfialovét a w zmodrat. Nyni mutze nastat jeden z nasledujicich piipadu:

Pripad la, kdy vrchol w je vyvazeny. Provedeme rotaci hrany v — w. Tou
se silnd nevyvazenost vrcholu v odstrani. Navic podstrom ptvodné zakote-
nény ve vrcholu v, jehoz kofenem je po rotaci vrchol w, nezméni svoji vysku
a proto neni tfeba upravovat proménné popisujici vyvazenost predchidcu to-
hoto podstromu a celd operace kon¢i.

Pripad 1b nastava, kdyz vrchol w je naklonén na stejnou stranu jako vrchol
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v. I zde provedeme rotaci hrany v —w. Na rozdil od pfipadu 1a, kde vyska pod-
stromu, pavodné zakotenéného ve vrcholu v, zavisi na podstromech obou synii
vrcholu w, tedy i toho, ktery se pri rotaci nepohybuje, zde zavisi jen na tom
podstromu vrcholu w, ktery pfi rotaci stoupa vzhiru. Hloubka podstromu,
zakofenéného ptivodné ve v a po rotaci ve w, se proto snizi. To vede k tomu,
ze u fady predchtidcti podstromu prestanou byt aktualni hodnoty proménnych
udavajicich vyvazeni. Navic mize dojit u nékterého z predchiidct podstromu
ke vzniku silné nevyvazenosti. V takovém pripadé ze stejnych duvodu jako
vyse silné nevyvazeny vrchol bude jediny. Operace proto musi pokracovat;
zeton se pohybuje vzhiru, aktualizuje hodnoty vyvézenosti vrchold a pokud
dorazi do silné nevyvazeného vrcholu, provede se vyvazeni podle jednoho z
ptipadt la, 1b nebo 2.

Pripad 2 nastava, pokud vrchol w je naklonén na opacnou stranu nez
vrchol v. V tomto pripadé syn z vrcholu w, ke kterému je w naklonén, pfi
vstupu Zetonu do vrcholu v zhnédne. Podobné jako pri pridavani, i zde se
nejprve provede rotace hrany w — z, ¢imz se pripad 2 pfrevede na jeden z
pfipadti la a 1b a déle se postupuje jako vySe, s tim, Ze i zde odstranéni
nevyvazenosti vrcholu v mtize vést ke vzniku novych neaktualnosti a/nebo
silné nevyvazenosti.

P1i vynechavani klice vrcholu tedy se muze stat, ze bude potfeba provést
vétsl mnozstvi rotaci nebo dvojrotaci. Kazdy novy silné nevyvazeny vrchol
ale vznikne ve wvys$s? hladiné na cesté od vynechaného vrcholu ke kofeni a
proto je pocet celkové provedenych aktualizaci a rotaci dohromady nejvyse
roven délce cesty od vynechaného vrcholu ke koteni a tedy je shora omezen
hloubkou stromu.

Opakované si zkuste vynechani kli¢e z vrcholu. Vrchol uréeny k vynechani
zvolte kliknutim, mizete si také nechat vygenerovat novy strom s poctem
vrcholi zadanym na ovladaci. P¥i odstranovani silné nevyvazenosti je na ob-
razovce uvedeno, ktery pripad nastava. Nepostupujte dédle, dokud neproberete
vsSechny pripady, které mohou nastat.

Scéna: Operace s AVL

Podobné jako tomu bylo u BVS, v této scéné je mozno si vyzkouset vsechny
vyse popsané operace s AVL stromy.

2.3 Cerveno-¢erné stromy

Scéna: Cerveno-cerny strom

Nyni bude ukézan jiny zptisob, jak pfredejit vzniku piili§ nevyvazeného
stromu, t.zv. ¢erveno-cerny strom. Tato scéna se obsluhuje presné stejné jako
v tvodni scéné AVL-stromd, ale je pouzit jiny typ stromu.
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Jak je vidét, nazev stromu pochézi z toho, ze se jedna o binarni vyhleda-
vaci strom specialniho tvaru, pro jehoz popis je kazdy vrchol stromu obarven
¢ervenou nebo ¢ernou barvou.

U cerveno-cerného stromu musi platit nasledujici podminky:

CC1 kazda cesta za¢inajici v kofenu a konéici ve vrcholu, kterému schézi
jeden nebo oba synové, musi obsahovat stejny pocet ¢ernych vrcholt

CC2 syn ¢erveného vrcholu nesmi byt Gerveny
CC3 kofen stromu je erny.

Vrcholu, kterému schazi jeden nebo oba synové, budeme fikat neuplny
vrchol.

Pocet cernych vrcholt na cesté z korene do néjakého vrcholu v budeme na-
zyvat cerné skore vrcholu v. CC1 tedy fik4, Ze éernd skére netdplnych vrchold
jsou stejna.

Povsimnéte si, ze CC1 implikuje, Ze éerné skére newplného vrcholu v ne-
muze byt mensi nez ¢erné skore libovolného jiného vrcholu w, protoze cesta z
korene do w se da protahnout na cestu z kotfene pres w do néjakého neupl-
ného vrcholu z a cesty z kofene do v a do z musi mit stejné ¢ernych vrcholt.
Takto upravenou podminku CC1 budeme ¢asto pouzivat a budeme ji oznaco-
vat CC1".

Podminky implikuji, Ze pomér délek nejkratsi a nejdelsi mezi cestami z
kotene do netuplného vrcholu je nejvyse 2: ¢ernych vrcholt je na takovych
cestéach stejné (CC1) a ¢ervenych nemiize byt vice nez ¢ernych (CC2 a CC3).
Cerveno-¢erny strom je proto pomérné dobfe vyvazeny.

Podminka CC3 je nepodstatna, pokud by nebyla splnéna, sta¢i kofen za-
¢ernit; tim se ani CC1 ani CC2 neovlivni (kofen je jediny vrchol, ktery lezi
ve viech cestach uvazovanych v CC1 a proto jeho barvu lze libovolné ménit,
aniz by tim CC1 byla ohroZena a zacernéni vrcholu nemtize ohrozit CC2).
Pouzivame ji jen proto, Ze jinak by pocet Cervenych vrcholi na cesté podle
CC1 mohl byt o 1 vétsi nez poéet cernych vrcholt - drobné komplikace.

Technicky vzato je CC1 zdaleka nejzévaznéjsi, nebot jeji poruseni se velmi
obtizné napravuje, protoze méa globalni charakter a tyka se vSech cest v ce-
lém stromé. Budeme se proto snazit ji stale dodrzovat i za cenu doc¢asného
poruseni CC2, kterd se tyka lokalni situace a lépe se napravuje postupnym
prebarvovanim vrcholf.

Ovérte si platnost vSech podminek a vyvazenost stromu pfi postupném
pridavani do stromu.

Podobné jako u AVL-stromt se vyhledavani, ur¢ovani minima a maxima
provadéji algoritmy binarniho vyhledavaciho stromu, které nemeéni tvar stro-
mu ani obarveni vrchold a proto nemohou porusit vyse uvedené t¥i podminky:.
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Scéna: Rotace v cerveno-cerném stromu

Nasledujici scény ukazi, jak se provadi pridavani a vynechavani v cerveno-
Cerném stromu. Stejné tak jako u AVL-stromi je zde zakladni operaci rotace,
pribyva také prebarvovani vrchold.

V cerveno-cerném stromu budeme provadét rotaci hrany od vrcholu v k
jeho synovi w v pripadé, kdy barva syna w je cervena. Pokud je i barva
vrcholu v Gervend, rotace barvy Zadnych vrcholtt nezméni (tato moznost by
spravné neméla nastat, ale u nékterych operaci povolime na kratkou dobu
poruseni CC2). Pokud je barva vrcholu v ¢erné, pak se barvy vrcholtt prohodi.
V animaci je to znazornéno tak, ze se cerna barva vrcholu v pfevede na vrchol
w (a v tim zéervend).

Vyse uvedenad podminka provadéni rotace i zptisob jejiho provedeni jsou
vedeny tim, Ze za této situace se neporusi CC1. Pokud by se rotovala hrana,
jejiz spodni vrchol je ¢erny, k poruseni CC1 by doslo. Zkuste si riizné moznosti
rotace v appletu.

I pfipustné rotace ale mize porusit CC2, pokud horni vrchol rotované
hrany je ¢erny a ma dva cervené syny. Jak ale bylo fedeno, poruseni CC2
obcas na chvili tolerujeme, a proto takovou rotaci povazujeme za pripustnou.

Scéna: Cerveno-cerné vkldddni - pripad 0

Nebudeme se zvlastt zabyvat pfiddnim do prazdného stromu, kdy staci
vytvorit ¢erny kotfen jako jediny vrchol stromu a vlozit do néj klic.

U neprazdného stromu se, obdobné jako u AVL-stromu, i zde se nejprve
prida vrchol zptisobem podle BVS algoritmu. V kazdém pripadé je pridan list
vrcholu, kterému schéazel syn. Nové pridany vrchol obarvime ¢ervené. Tim se
nemiize porusit CC1. Jelikoz neménime kofen stromu ani jeho barvu, neporusi
se ani CC3.

V této scéné byl novy cerveny vrchol pridan jako syn k ¢ernému vrcholu
a proto nedojde ani k poruseni CC2 a proto po pfidani vrcholu je mozno
skoncit.

Scéna: Cerveno-cerné vkldddni - pripad 1

Podobné jako v predchozi scéné, i zde pridame novy vrchol pomoci BVS
algoritmu a obarvime jej cervené. Je-li dan kli¢, ktery ma lezet v nové pfi-
daném vrcholu, nemtuzeme ovlivnit, kam bude novy vrchol ptridan, a zde je
pfidan jako syn Gerveného vrcholu a proto piidanim dojde k poruseni CC2.
Proto musi nasledovat operace odstranovani dvou cervenych vrcholi nad se-
bou, kterou je obecné nutno provadét opakovaneé.

Jak uvidime déle, je vyhodné si situaci popsat obecnéji: ve stromu existuje
vrchol v, ktery je Cerveny a méa cerveného otce a kromé toho dvojice v a
jeho otec je jedina dvojice porusujici CC2. V dalsim budeme ostatni vrcholy
budeme oznacovat podle jejich vztahu k vrcholu v.
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Pri odstranovani dvou ¢ervenych vrcholti nad sebou budeme rozlisovat tii
pripady. V této scéné tedy predpokladame, Ze v a jeho otec jsou Cerveni a
navic vrchol v méa dédecka a ¢erveného stryce.

Uvédomte si, ze u praveé popsané situace dvojice dédecek a otec vrcholu v
je v poradku a jelikoz otec je cerveny, dédecek musi byt cerny.

Operace, kterou zde provedeme, je nasledujici: dédecka prebarvime na cer-
veno a jeho syny (tedy otce a stryce vrcholu v - oba ¢ervené) zacernime. Ope-
race je animovana tak, Ze se Cerna barva z dédecka prevadi na otce a stryce.

Uvedena operace, kterou budeme c¢asto provadét i v dalsich scénéach, zjevné
neporusi platnost CC1. Navic se otec vrcholu v zaderni a tedy dvojice vrchol
v - jeho otec jiz neporusuje CC2.

Provedeni pravé popsané operace vSak nutné nezaruci, ze vznikne spravny
cerveno-Cerny strom. Mohou nastat dva problémy.

Pokud dédecek vrcholu v mél ¢erveného otce, vznikne nova nepiipustna
dvojice ¢ervenych vrcholi, presné tak, jak se tomu stane v této scéné. Na tuto
dvojici musime znovu opakovat bud operaci popsanou v této scéné, kdy za
vrchol v budeme nyni pokladat dédecka puvodniho vrcholu v, nebo operace
popsané dale, v zavislosti na jejich aplikovatelnosti. V této scéné se zde po-
psana operace - prevedeni ¢erné barvy z dédecka aktualniho vrcholu v na jeho
otce a stryce - aplikuje postupné tiikrat. Jelikoz vSak provedenim této operace
se problém v nejhorsim piipadé prevede o dvé patra vyse, pocet opakovani
nemuze byt i v tom nejhorsim pripadé vétsi nez polovina vysky stromu.

Prebarveni dédecka vrcholu v na Cerveno muze také zpusobit jiny pro-
blém: poruseni CC3 v okamziku, kdy dédecek je koien. Jak jsme ale jiz fekli,
zde je naprava jednoduché: zcéervenaly kofen prosté zaCernime a tim dosta-
neme spravny ¢erveno-cerny strom a miizeme skoncit. Takto také kon¢i praveé
probirana scéna.

Scéna: Cerveno-cerné vkldddni - pripad 2

Pokud ve stromu existuje pravé jedna dvojice ¢ervenych vrcholi, které
jsou ve vztahu otec - syn (syna budeme zase oznacovat v), muze nastat i jinad
komplikace nez ty, které byly popsana vyse. V predchozi scéné jsme probrali
dva pripady: v nema dédecka a nebo v ma dédecka a ¢erveného stryce. V této
scéné a scéné nasledujici probereme pfipad, kdy v ma dédecka (ktery nutné
musi byt ¢erny) a bud nemd stryce nebo je stryc cerny. V obou pfipadech
budeme postupovat stejné, pro jednoduchost ukazeme jen postup v pripadé
¢erného stryce.

Jisté si vSimnete, ze posledné jmenovany pfipad nemtize nastat ihned po
pfidani nového vrcholu do ¢erveno-cerného stromu, protoze cerné skore cer-
ného stryce by bylo vétsi nez cerné skoére nové pridaného vrcholu, ktery je list
a tedy netplny, viz CC1’.
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V této scéné nejprve provedeme operaci z minulé scény, ale vrchol v, ktery
pIi této operaci zéervena (bude to dédecek nové pridaného vrcholu) pak bude
mit ¢erveného otce, cerného dédecka a cerného stryce, nastane tedy pripad
1. V této scéné navic je vrchol v levym synem svého otce a jeho otec také
levym synem svého otce, tj. dédecka vrcholu v. Obdobné by se postupovalo v
zrcadlové symetrické situaci, kdy by jak v, tak i jeho otec byli pravi synové.

V takovém ptipadé provedeme rotaci hrany, spojujici dédecka a otce vr-
cholu v. Jelikoz je to hrana vedouci od cerného vrcholu doli k cervenému
vrcholu, je rotace piipustna a nedojde proto k poruseni CC1. Navic m4 horni
vrchol rotované hrany (dédecek vrcholu v) jednoho syna cerveného (otec vr-
cholu v) a jednoho ¢erného (stryc vrcholu v) a proto se nevytvori nova hrana,
porusujici CC2. K vytvofeni takové hrany by nedoslo ani pokud by vrchol v
stryce nemél (pfipad, ktery zde neukazujeme).

Na druhé strané ale vidime, Ze rotace zacerni otce vrcholu v a proto hrana
spojujici otce vrcholu v s vrcholem v (kterd zistava ve stromu i po rotaci) bude
CC2 spliiovat také. Provedenou operaci tedy vznikne spravny ¢erveno-cerny
strom a mtzeme skoncit.

Scéna: Cerveno-cerné vkldddni - pripad 3

Tato scéna je obdobna jako predchozi: po pfidani nového vrcholu vznikne
nepripustnd cervend hrana a po provedeni spusténi cerné barvy z dédecka
nového vrcholu na dédeckovy syny se objevi vrchol v, ktery mé cerveného
otce, ¢erného dédecka a cerného stryce.

Na rozdil od predchozi scény ale je vrchol v pravym synem svého otce a
jeho otec je naopak levym synem svého otce, tj. dédecka vrcholu v. Zrcadloveé
obracené by se postupovalo, pokud by naopak byl v levym synem a jeho otec
pravym synem.

Za této situace, oznacované jako Piipad 3, provedeme nejprve rotaci hrany,
spojujici vrchol v s jeho otcem. Je to pripad, o kterém jsem se zminoval ve
scéné o rotaci - rotujeme hranu, ktera by ve spravném ¢erveno-¢erném stromu
neméla byt, ale docasné ji pripoustime. Diilezité je, ze tato rotace je pripustna
- neporusi CC1. Kromé toho zjevné rotovana hrana ztistava jedinou hranou,
porusujici CC2. Povsimnéte si také, Ze vrchol, ktery byl piivodné dédeckem
vrcholu v je nyni jeho otcem.

Nyni je jiz vidét, pro¢ jsme rotaci provadéli: prevede strom na piipad z
minulé scény a proto stac¢i provést jesté rotaci hrany spojujici vrchol v s jeho
soucasnym otcem (pfed chvili jesté dédeckem) a dostavame spravny ¢erveno-
cerny strom a operace kondi.

Tim jsme probrali vSechny situace, které mohou nastat pfi pridavani no-
vého vrcholu do ¢erveno-c¢erného stromu.
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Scéna: Cerveno-cerné vkldddni

V této scéné si muzete zopakovat vkladani do ¢erveno-¢erného stromu ad
libitum. P¥i operacich s pripadnou hranou s cervenymi konci je vzdy uvedeno,
zda se jedna o 1., 2., nebo 3. pfipad podle predchozich scén.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 1

V této scéné a scénach nasledujicich se budeme zabyvat vynechédvanim vr-
cholu z ¢erveno-cerného stromu. Vynechavani rozdélime do 14 pripadii, z nichz
kazdy mé svou podminku aplikovatelnosti a souvisejici akci. Pii vynechavani
najdeme prvni aplikovatelny p¥ipad (v poradi, ve kterém jsou uvadény) a pro-
vedeme odpovidajici akci. Pfi provadéni akce nékterého pripadu tedy muzeme
predpokladat nejen to, zZe je splnéna jeho podminka aplikovatelnosti pripadu,
ale také, ze nejsou splnény podminky pripadi predchozich.

V dalsim budeme vynechavany vrchol znacit v a oznacovat jej fialovym
podkladem. Déle ozna¢ime (pokud existuji) jeho otce jako u, jeho bratra jako
w, levého syna bratra w jako x a pravého syna bratra w jako y. Opakuji, ze
pocet cernych vrcholt na cesté z kotene do néjakého vrcholu budeme nazyvat
cerné skore daného vrcholu.

Specifické vlastnosti ¢erveno-cerného stromu vedou k tomu, ze nékdy bude
jednodussi provadét vynechavani jinak, nez se déla v klasickém BVS.

Prvni scéna ukazuje vynechavani klice iplného vrcholu, tedy vrcholu s
obéma syny (v nasem pfipadé vynechdvame pfimo kofen, ale to neni pod-
statné). Zde budeme postupovat pfesné stejné jako u BVS: zahodime kli¢,
ale ponechame vrchol, pfevedeme do néj nejblize nizsi kli¢ a pak vynechédme
vrchol bez klice ktery, jak jiz davno vime, nema pravého syna a proto se na
ného vztahuje néktery z nasledujicich pripadi.

Akci si provedte s tim, Ze vynechavani vrcholu bez pravého syna asi nebu-
dete rozumét.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 2

V této scéné se vynechava kli¢ vrcholu v s jednim synem. V cerveno-
Cerném stromé tato situace nastava jen ve velmi specidlnim ptipadé. Ani syn,
ani pfipadny vnuk vrcholu v totiz nemuze byt ¢erny, protoze v je netuplny, ale
cesta do neuplného v by obsahovala méné ¢ernych vrchol nez cesta do jeho
syna nebo vnuka. Syn vrcholu v tedy musi byt ¢erveny. Kdyby existoval vnuk
vrcholu v, pak jsme si pravé rekli, ze nemiize byt cerny, ale nemutze byt ani
cerveny jako syn cerveného syna vrcholu v. v tedy nemé vnuky neboli jeho
jediny syn je Cerveny list.

Akce v tomto pfipadé je nésledujici (odlisnd od BVS): kli¢ vrcholu v vy-
hodime, presuneme do néj kli¢ jeho syna a pak syna vynechame. Jelikoz syn
vrcholu v je Cerveny list, nezptisobime si tim zadné potize.
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Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 3

Dalsi jednoduchy pripad je vynechavani ¢erveného listu. O tom jsme se jiz
vlastné zminili v zavéru predchozi scény - prosté vrchol vynechame a je to.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad /

V této a nasledujicich scénach tedy budeme vynechavat vrchol, ktery je
¢ernym listem. Nemtizeme jej prosté vyhodit, protoze by se tim porusila CC1
zpusobem, ze kterého bychom tézko hledali ndpravu a proto musime postu-
povat daleko opatrnéji a obecné také komplikovanéji.

Tato scéna je zatim zcela primitivni: predpokldadame, ze vynechavany cerny
list je zaroven kofenem. Vyhodime jej a zlistane prazdny strom (coZ je mate-
matickd formulace pro pfipad, kdy nic neztistane).

V dalsich scénéch tedy budeme predpokladat, ze vynechavany cerny list v
ma otce u. Otec mé mensi ¢erné skére nez jeho Cerny syn v a proto nemuze
byt netplny. Vrchol v proto ma i bratra, kterého budeme znacit w.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 5

V této scéné budeme predpokladat, ze bratr w vynechavaného ¢erného
listu v je cerveny. V takovém piipadé otec u vrcholu v je dle CC2 cerny.
Navic ¢erné skore bratra w je mensi nez ¢erné skére vrcholu v a proto bratr
w nemuze byt neuplny. Jelikoz bratr w je ¢erveny jeho dva synové musi byt
¢erni dle CC2. Neni dilezité, zda jsou to listy (jako je znédzornéno) nebo maji
syny.

V dané situaci provedeme rotaci hrany spojujici cerného otce u a ¢erveného
bratra w. Tato rotace je pfipustna a neporusuje CC2, protoze druhy syn otce
u - vynechdvany vrchol v je ¢erny. Dostaneme tedy spravny cCerveno-Cerny
strom, ve kterém vynechdvame vrchol v, ktery je stdle cernym listem, ale
jehoZ novy bratr je jeho ptivodni synovec (syn bratra w) a tedy je ¢erny.

Rotace prevede piipad 5 na néktery z pripadt nasledujicich. Provedte si
animaci, i kdyz akce po provedeni rotace jesté nebyly vysvétleny.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pvipad 6

Od nynéjska tedy budeme zkoumat situaci, kdy vynechdvany cerny list v
ma otce u a cerného bratra w.

V nésledujicich dvou scénach budeme predpokladat, ze otec u vynechava-
ného cerného listu v je cerny a jeho bratr nent list. V této scéné predpokla-
dame, ze v je levy syn a w pravy syn otce u a bratr w mé levého syna x (neni
dutlezité, zda ma i pravého syna). Zrcadlové symetricky bychom postupovali
i pokud by v byl pravy syn a w levy syn, ktery by mél pravého syna (bez
ohledu na to, zda by mél levého syna).
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Povsimnéte si, ze ¢erné skére vrcholu v a jeho bratra w jsou stejna. Kdyby
syn nebo pripadny vnuk bratra w byl ¢erny, pak by mél ¢erné skoére vétsi nez
je cerné skére samotného bratra w a tedy také vétsi nez je cerné skére vrcholu
v, coz ale nemuze nastat, protoze v je netuplny vrchol.

Levy syn x bratra w je tedy ¢erveny a jeho ptripadny syn nemiize byt ani
¢erveny (CC2) ani éerny (viz piedchozi odstavec). Syn z je tedy Gerveny list.

Operace provedend v daném pfipadé je jednoduchd, i kdyz trochu zdlou-
havéa. Kli¢ vrcholu v vyhodime, do v presuneme kli¢ z jeho otce u, do otce u
presuneme kli¢ z levého syna x bratra w vrcholu v. Tim jsme se dostali do pri-
padu 3 - potrebujeme vyhodit cerveny list  a to jednoduse provedeme, aniz
bychom ohrozili platnost podminek cerveno-cerného stromu. Povsimnéte si,
ze presuny klica se provadéji tak, ze zadny z nich nenarusi platnost pravidla
o distribuci kli¢t do vrcholi bindrniho vyhledavaciho stromu.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 7

Tato scéna popisuje pripad velmi podobny piedchozi scéné. Vynechavany
vrchol v ma ¢erného otce a ¢erného bratra, ktery neni list. Na rozdil od pred-
chozi scény vSak bratr postrada jednoho syna, toho, ktery by byl blizsi vrcholu
v. Na obrazku tedy bratr w ma pouze pravého syna y. Stejné jako v predchozi
scéné se da dokazat, ze synovec y musi byt ¢erveny list.

Postupujeme podobné jako v minulé scéné, ale presunu kli¢i je vice. Kli¢
vrcholu v vyhodime, presuneme do néj kli¢ otce u, do otce u presuneme kli¢
bratra w a nakonec do bratra w pfesuneme kli¢ synovce y. Pak jiz, podobné
jako v pfedchozi scéné, vynechdme Cerveny list y, ktery je nyni bez klice. I
zde je ziejmé, ze presuny kli¢d nenarusuji platnost pravidla o distribuci klic¢a
a vynechani cerveného listu je vlastné prevedeni na ptipad 3.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 8

Pokud neni aplikovatelny zadny z predchozich pripadi, pak jsou vynecha-
vany vrchol v i jeho bratr w cerné listy. Zde si nejprve probereme nékolik
jednoduchych pripadi. V této scéné predpokladame, ze spole¢ny otec téchto
vrcholi je Cerveny.

Operace, kterou provedeme nejdiive, bude ¢asto pouzivana i v nasledu-
jicich scénach a je obracenim operace, kterou jsme provadéli pii pridavani
vrcholu. Ve stromu méame éerveny vrchol, ktery ma dva ¢erné syny. Cernou
barvu synu presuneme na jejich spole¢ného otce. Touto operaci se neporusi
ani CC1, ani CC3. Pokud synové nemaji zddného ¢erveného syna (napiiklad
pokud jsou oba listy), pak nemtize dojit ani k naruseni CC2.

Pravé popsanou operaci aplikujeme na otce u vynechavaného vrcholu a
na jeho syny, tedy na vynechavany vrchol samotny a jeho bratra. Vzpomerite
si, ze zde vynechévany vrchol a jeho bratr jsou (Gerné) listy. Po provedeni
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této operace se stane vynechavany vrchol ¢ervenym listem a bez problémii jej
vynechame, viz pripad 3.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 9

Posledni jednoduchy pripad je kdyz vynechavany vrchol i jeho bratr jsou
¢erné listy a jejich otec je ¢erny a je kofenem stromu. Strom tedy mé pouze
tfi vrcholy. Mozna trochu slozité se vynechani provede tak, ze se kofen pre-
barvi na ¢erveno (to porusi pouze CC3) a tim je piipad preveden na situaci z
pfedchozi scény. Tam popsané operace vynechaji vrchol bez poruseni CC1 a
CC2 a platnost CC3 se automaticky obnovi.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 10

Nyni bude nasledovat nékolik pripadii, kdy provadéné akce jsou jiz znacné
komplikované. Ve vSech z nich jsou vynechavany vrchol v a jeho bratr w ¢erné
listy a jejich spoleény otec u je také cerny a neni kofen (vrchol v tedy mé
dédecka).

Zde i v dalsich scénach tykajicich se vynechavani si zavedeme pojem dvoj-
ndsobné c¢erny vrchol. Bude to vrchol, ktery se do pocitani ¢ernych vrchola
na cestach z kofene do netplnych vrcholt zapocitava dvakrat. Bude tedy na-
priklad pfipustné, aby (jak se tomu zakratko stane pii animaci) na nékterych
cestach z kotene do netplného vrcholu byly ¢tyfi ¢erné vrcholy a na jinych dva
vrcholy ¢erné a jeden dvojnasobné cerny. Béhem provadéni operaci bude ve
stromu obvykle nejvyse jeden dvojnasobné ¢erny vrchol a jen velmi vyjimecné
dva. Dvojnasobné ¢erny vrchol nebo vrcholy budou pochopitelné pripustény
jen docasné a nez vynechavani skondéi se jich budeme muset zbavit.

Prvnim krokem v této scéné i scénach nasledujicich bude preneseni ¢erné
barvy vynechavaného vrcholu v a jeho bratra w do jejich spoleéného otce
u. Totéz jsme provedli i v pfipadu 8, kdy ale otec byl ¢erveny a stal se tak
jednoduse ¢erny. Nyni byl otec ¢erny a proto bude dvojnasobné ¢erny. Druhou
¢ernou barvu budeme znazornovat jako ¢tvercovy ¢erny podklad vrcholu.

Po pfesunuti ¢erné barvy z vynechdvaného vrcholu a jeho bratra nahoru se
vynechavany vrchol stane ¢ervenym listem a bude mozno jej snadno vynechat
zpusobem podle piipadu 3, ale nez to udélame, musime se zbavit dvojna-
sobné ¢erné barvy ve stromu. Ve vSech nasledujicich piipadech tedy bude na-
§im tkolem zbavit se (jediného) dvojndsobné ¢erného vrcholu, ktery budeme
oznacovat V.

Nebudeme se zvlast zabyvat pripadem, kdy by byl dvojnasobné ¢erny vr-
chol V' kofenem, protoze v tomto piipad€ se prosté kofen zméni na jednona-
sobné ¢erny, coz nezptisobi zadny problém.

Dvojnasobné cerny vrchol V' tedy bude mit otce, kterého budeme ozna-
c¢ovat U. Bude mit i bratra, protoze jinak by jeho otec byl neuplny vrchol a
pfitom by ¢erné skore jeho otce bylo mensi nez cerné skére vrcholu samého.
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Bratr, ktery bude oznacovan W, sdm musi mit oba syny, protoze jinak by
byl netplny a pritom je jeho cerné skére mensi nez cerné skére dvojnasobné
¢erného vrcholu V.

Prvni pripad s dvojnasobné cernym vrcholem je takovy, ze jinak spravny
cerveno-Cerny strom obsahuje jeden dvojnasobné cerny vrchol V', ktery ma
otce U a cerveneho bratra W. Protoze bratr W je ¢erveny, jeho synové musi
byt ¢erni. Otec je tedy ¢erny, jinak by byla porusena CC2. Provedeme rotaci
hrany spojujici ¢erného otce U s ¢ervenym bratrem W. Je to pfipustna rotace,
ktera (s uvdzenim Gernosti vrcholu V' samotného) neporusi zddnou podminku
cerveno-cerného stromu. Bratrem vrcholu V' se po provedeni rotace stane jeden
dostaneme do situace, na kterou bude aplikovan néktery z dalSich ptripadi.

Provedte si animaci operaci, i kdyz dalsi postup jesté nebyl vysvétlen.
Vsimnéte si jen, ze po odstranéni dvojité cerné barvy nakonec vynechame
pozadovany vrchol, ktery se na zacatku stal cervenym listem.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 11

Zac¢iname opét stejné, cernou barvu dvou ¢ernych listt, z nichz jednoho
chceme vynechat, pfesuneme na jejich ¢erného otce, ktery se stane dvojna-
sobné cernym. Vime, Ze dvojnasobné cerny vrchol V' méa otce U a bratra W
a jelikoz neni aplikovatelny predchozi ptipad, bratr W je Cerny.

V této scéné predpokladame, ze spolecny otec je Cerveny a bratr W nemé
zadného c¢erveného syna. Prosté prevedeni jedné cerné barvy z dvojnasobné
cerného vrcholu V' a ¢erné barvy jeho bratra W na spole¢ného ¢erveného otce
U neporusi podminky ¢erveno-cerného stromu a zbavi nas dvojité cerné barvy.
Pak jiz jen vynechame pozadovany vrchol, nyni ¢erveny list.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 12

Tento pripad je podobny jako pripad predchozi: ve stromé se nachazi dvoj-
nasobné cerny vrchol V', ktery ma cerného bratra W, ktery nemé zadného
cerveného syna. Jediny rozdil je v tom, ze spolec¢ny otec U vrcholu V' a jeho
bratra W je také cerny.

Operace kterou provedeme bude stejna jako v pfedchozim ptipadé, pre-
vedeni Cerné barvy z V a W na U, ale rozdil je v tom, Ze vrchol V bude
po jejim provedeni jednoduse Cerny, ale dvojnasobné ¢ernou barvu bude mit
otec U. Proto budeme muset znovu provadét néktery z pripadu 10-14, ale
dvojnasobné ¢erny vrchol se posunul o jedno patro smérem ke koteni.

Vidéli jsme, ze piipad 10 se pfevedl na pfipad 11 a kazdy z pripadua 11,
13 a 14 predstavuje kratkou konec¢nou posloupnost akci, jejiz délka nezavisi
na velikosti stromu, kterymi se dvojnasobné cerného vrcholu zbavime, aniz
bychom se znovu dostali do pfipadu 12.
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Jediny pripad, kdy se provadéni operaci brzo nezastavi, je tedy pfipad
12, ktery vede opakované znovu na situaci podle pfipadu 12. Jak ale bylo
feceno, poloha dvojnasobné cerného vrcholu stale stoupa ke koreni, takze se
pripad 12 nemuze opakovat vicekrat, nez kolik je hloubka stromu. Nakonec se
v nejhorsim pripadé dostaneme do situace, kdy je nové vytvoreny dvojnasobné
¢erny vrchol kofenem a tomu prosté jednu ¢ernou barvu odejmeme, jak bylo
popséano vyse.

Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pripad 13

Pripad 13 nastava, kdyz se objevi dvojnasobné ¢erny vrchol V', ktery méa
¢erného bratra W a ten mé Cerveného syna Y na strané vzdalenéjsi od vrcholu
V', zatimco syn X bratra W, blizsi k vrcholu V je ¢erny. Bud je tedy V levy
syn a W pravy syn jejich spole¢ného otce U a Y je pravy syn bratra W, nebo
je V pravy syn a W levy syn a Y je levy syn bratra W. Na obrazovce je prvni
moznost.

Barva spolecného otce U vrcholu V' a jeho bratra W neni dilezita. My
pripad 13 rozdélime podle barvy otce U na 13a (otec ¢erny) a 13b (otec
¢erveny). V obou ptipadech ale budeme provadét stejné akce.

Podivejme se nejprve na 13a. Po vzniku dvojnasobné ¢erného vrcholu se
nejprve spusti ¢erna barva bratra W na jeho syny. Od vrcholu V' odvraceny
Cerveny synovec Y vrcholu V tim zfernad (jednoduse), zatimco pfivréceny
synovec X se stane druhym dvojnasobné ¢ernym vrcholem.

Zdalo by se, ze se situace zhorsila, ale po rotaci hrany spojujici ¢erného otce

.....

vvvvvv

vrcholu V' a jejich spole¢nym otcem je vrchol U, ktery jiz byl pfedtim otcem
vrcholu V' a po provedeni rotace dostal ¢ervenou barvu. Provedena rotace je
pripustna, protoze horni konec rotované hrany byl cerny a dolni ¢erveny a
navic je vrchol V' (dvojnasobné) éerny a tedy se ani CC2 neporusi.

Nyni jiz staci pfevést jednu ¢ervou barvu vrchold V' a X na otce U. Barva
vrcholtt V' a X se snizi na jednoduse ¢ernou a vrchol U (jednoduse) zéernd a
tim vznikne spravny cerveno-cerny strom bez dvojnasobné ¢ernych vrchold.

Nyni jiz stac¢i vynechat zvoleny vrchol, nyni ¢erveny list a vynechavani je
ukonceno.

V pripadé 13b je otec U Cerveny a provadime tytéz operace. Po spusténi
cerné barvy bratra W dola vSak vznikne hrana spojujici ¢erveného otce U s
nyni ¢ervenym bratrem W. Tuto hranu rotujeme stejné jako v pripadé 13a;
i zde je rotace pifpustna a nevytvoii jinou hranu porusujici CC2. Nakonec
posunuti jedné ¢erné barvy z nové vzniklé bratrské dvojice V' a X na U nejen
odstrani dvojnasobné ¢erné barvy vrcholt V' a X, ale také zacernénim jednoho
z vrcholi do té doby CC2 porusujici hrany spojujici U a W obnovi platnost

CC2.
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Scéna: Cerveno-cerné vynechdvdni - pvipad 1/

Nakonec nejkomplikovanéjsi pripad: ve stromu je dvojnasobné ¢erny vrchol
V', ktery ma otce U a Cerného bratra W a tento bratr mé cerveného syna X
na strané privracené k vrcholu V. Bud je tedy V levym synem a W pravym
synem jejich spole¢ného otce U a X je levym synem vrcholu W (to je co vidite
na obrazovce) a nebo je zrcadlové obracené V pravym a W levym synem a
synovec X je pravym synem vrcholu W.

Barva druhého syna Y bratra W a barva otce U nejsou pro sekvenci pro-
vadénych operaci podstatné; ukdzeme si proto ¢tyfi varianty 14a, 14b, 1l4c,
14d. V prvnich dvou je otec U ¢erny a v nasledujicich dvou ¢erveny, zatimco
syn Y je Cerny v prvni a tfeti moznosti a ¢erveny ve zbyvajicich dvou.

Podivejme se nyni nejprve na 14a. Jakmile se objevi dvojnasobné cerny
vrchol V', provedeme rotaci hrany spojujici jeho cerného bratra s ¢ervenym
synovcem X piivracenym k vrcholu V. Tim se situace prevede na pripad 13a
a postupuje se, jak bylo ukazano v minulé scéné.

Stejné postupujeme i v pripadé 14b. Zde se ale po uvodni rotaci objevi
hrana s obéma konci ¢ervenymi. Je to hrana, spojujici ptivodniho bratra W
se vzdalenym synovcem Y. V nésledujicim spusténi cerné barvy z nového
bratra vrcholu V, kterym je jeho ptivodni synovec X, ale horni konec hrany
porusujici CC2 zéerna a platnost CC2 se obnovi. Pak jiz operace probihaji
stejné jako v pripadé 14a.

Pripady 14c a 14d probihaji analogicky pripadtim 14a, respektive 14b s
tim, Ze rotace je prevede na pripad 13b. V pripadé 14d tedy rotaci vznikne
jedna hrana porusujici CC2 (spojuje piivodniho bratra W s ptivodnim vzda-
lenym synovcem Y). Po spusténi ¢erné barvy se tato hrana spravi, ale vznikne
novéa hrana porusujici CC2 (spojuje ptivodniho otce U s piivodnim bratrem
W). Tato hrana je upravena pii zdvéreném presunuti jedné z ¢ernych barev
dvojnéasobné ¢ernych vrcholi nahoru.

Scéna: Operace na cerveno-cerném stromu

V této scéné si miuzete vyzkouset libovolné operace na nahodné vytvore-
ném cerveno-¢erném stromu predem zvolené velikosti.



Kapitola 3

B-strom

Podobné jako stromy z predchozi kapitoly, i B-strom se pouziva pro uchova-
vani mnoziny ¢isel, se kterou chceme provadét nasledujici operace:

e nalezeni prvku - je dano ¢islo a ma se zjistit, zda se v mnoziné nachazi
a v kladném ptipadé se také urci kde je ulozeno (viz dale),

e vloZeni prvku - do mnoziny se vlozi zadané éislo (pokud ovSem v
mnoziné jiz je, neprovede se nic),

e vynechani prvku - z mnoziny se vynechd ¢islo, zadané mistem kde je
ulozeno (viz dale) - tim je zaruceno, Ze se v mnoziné opravdu nachazi;
pokud nevime, zda ¢islo, které chceme vynechat, v mnoziné je a nebo
kde je ulozeno, musime provést operaci nalezeni prvku,

Vs ovr

e minimum, maximum - naleznou nejmensi, resp. nejvétsi cislo, které
vV mnoziné je.

Scéna: Uvod

Uvodni scéna je jen graficka ilustrace, knoflikem Dalsi pfejdéte na nasle-
dujici scénu.

Scéna: B-strom
Byl vytvoren B-strom o 25 vrcholech. Jedné se o strom, ktery méa nésle-
dujici tFi vlastnosti:

e pro néjaké piirozené ¢islo k& > 1 (v tomto konkrétnim piipadé je na
zacatku voleno k = 3) plati, Ze kazdy vrchol s vyjimkou kofene mé
obecné alespon k a nejvyse 2k synd,

55
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e pokud strom mé alespon 3 vrcholy, mé kofen alespon 2 syny a nejvyse
2k synu a

e listy stromu se nachazeji vSechny ve stejné hloubce pod kofenem.

Divody pro zvlastni rozmezi poc¢tu syntt budou vysvétleny pozdéji.

Kazdy vrchol B-stromu obsahuje ¢ ukazatel na syny (pficemz k < ¢ < 2k)
a mezi jednotlivymi ukazateli je £ — 1 datovych bunék (tedy alesponn k — 1 a
nejvyse 2k — 1), kazda buiika obsahuje jedno ¢islo.

Rekneme, ze vrchol v je ndslednikem ukazatele p z nékterého vrcholu

stromu, jestlize existuji vrcholy vy, ..., v; takové, ze p ukazuje na vrchol vy,
pokud k > 0, pak pro i = 1,..., k néktery ukazatel z vrcholu v;,_; ukazuje na
Vi, & Vk.

Mnozinu s n prvky reprezentujeme B-stromem tak, Ze vytvofime B-strom,
ktery ma ve svych vrcholech dohromady n datovych bunék a do nich pak
rozmistime ¢isla mnoziny tak, aby platila nasledujici pravidla:

e probirame-li datové bunky jednoho vrcholu zleva doprava, ¢isla v nich
uloZené rostou,

e jestlize ukazatel p je v jistém vrcholu vlevo (resp. vpravo) od datové
bunky b, pak vsechna ¢isla ve vSech datovych bunkach vrchold, které
jsou nésledniky ukazatele p, jsou mensi (resp. vétsi) nez ¢islo v datové
butice b.

Cisla v datovych buiikdch jsou znizornéna graficky a nikoli ¢iselné. Je
vidét, ze zleva doprava rostou a hodnoty synit jsou ve vyse uvedeném vztahu s
hodnotami otcii. Klepnutim na datovou bunku libovolného vrcholu se hodnota
v ni ulozend zobrazi na ovladaci vedle navésti Hodnota a soucasné se ve
vSech datovych burikdch objevi ¢ervend vodorovna ¢ara graficky odpovidajici
hodnoté ve zvolené datové bunce, aby bylo mozné snadno urcit, ve kterych
datovych bunkach jsou hodnoty mensi a ve kterych vétsi.

Strom je v této scéné mozno zvétsovat pridavanim nahodnych cisel po
jednom nebo po vétsim poctu a nebo je mozné strom vymazat (a zacit znovu
pridévat).

Zptsob zobrazeni stromu je mozno rizné ménit. B-strom casto vychazi
velmi Siroky a nevejde se na obrazovku. Je proto mozné jej knofliky ovladace
zuzovat a nebo naopak rozsifovat a nebo nechat systém automaticky jeho
§itku prizptsobovat $ifce obrazovky.

Podobné jako tomu bylo u binarniho vyhledavaciho stromu, operace se
stromem obvykle probihaji podél cesty z kofene do nékterého listu stromu.
Na ovladaci je také mozno zvolit, jak budou zobrazovany neaktivni vrcholy,
neboli vrcholy, které pti dané operaci nelezi na cesté, kde probihaji tpravy.
Volby jsou tfi: neaktivni vrcholy se bud zobrazuji stejné jako vrcholy aktivni
nebo se zobrazuji slabé na pozadi a nebo se nezobrazuji vibec.
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Prvni moznost ukazuje operaci zasazenu do celkového kontextu tuplného
stromu, ale pokud se $ifka bunék voli tak, aby se cely (nékdy velmi siroky)
strom vesel na obrazovku, musi byt bunky velmi tzké, coz snizuje prehlednost
zobrazeni. Posledni moZnost ukazuje jen ¢ast stromu, ale tato ¢ast je cesta,
kterda v kazdé vrstvé obsahuje obvykle jeden a malokdy vice nez dva vrcholy
a proto i pfi malém rozliseni obrazovky je mozno volit Siroké a prehledné zob-
razené bunky a ukazatele ve vrcholech. Prostfedni moznost je blizka posledni,
ale nevyrazné naznacené neaktivni vrcholy upozornuji, ze cesta je jen mald
¢ast stromu, ve kterém se pracuje.

Déle jsou dvé moznosti jak rozmistit vrcholy v rdmci jedné vrstvy. Volba
Rozvinuté zobrazeni je rozmisti tak, Ze se navzdjem nepiekryvaji. Tato
volba je prakticky povinna pokud jsou neaktivni vrcholy plné zobrazovany.
Volba Vertikalni zobrazeni umisti kazdy vrchol stfedem pod stied ukaza-
tele v jeho otci, ktery na néj ukazuje. Pti této volbé se vrcholy v jedné vrstvé
navzajem velmi prekryvaji a proto je tato volba nevhodna pokud se zobra-
zuji i neaktivni vrcholy. Pokud jsou ale neaktivni vrcholy skryty nebo slabé
nakresleny na pozadi (a tedy z kazdé vrstvy je plné nakreslen obvykle jediny
vrchol aktivni cesty), pak je tato volba velmi vyhodnd, protoze aktivni cesta
je nakreslena zhruba svisle a proto je velmi snadné ji i u mimoradné velkého
B-stromu prehledné znazornit na obrazovce.

Nakonec je mozné zvolit, zda maji byt vrcholy zobrazovany v plné Sitce
nebo v aktualni sitce. PTi zobrazeni v plné Sifce je vrchol zobrazen v ramci,
jehoz sitka odpovidd 2k — 1 datovym bunkam a 2k ukazatelim, ale pokud
vrchol nemé maximalni pripustny pocet datovych bunék, je vyuzita jen cast
tohoto ramce. Pfi zobrazeni v aktualni Sifce odpovida sirka nakresleného vr-
cholu aktualnimu poctu jeho datovych bunék a ukazatelt a mize proto byt az
zhruba polovi¢ni proti zobrazeni v plné Sifce. Prvni moznost kresli strom tak,
ze neni nutné vrcholy premistovat napiiklad pfi pridani nebo ubrani datové
burniky a odpovidajicich ukazateli, ale ve srovnani s druhou moznosti dosti
plytva uzitecnou plochou obrazovky.

Scéna: Vyhleddvdni v B-stromu

Podobné jako v binarnim vyhledavacim stromu a jeho vyvazenych vari-
antach je i v B-stromu vyhledavani velmi jednoduché a je dano pravidlem,
jak se ¢isla ukladaji do datovych bunék vrcholi stromu. Provadi se tak, ze
opakujeme nasledujici postup, vychazejice pritom z korene:

Hledame-li ¢islo k& a nachazime-li se ve vrcholu v, pak nejprve prohledame
vSechny datové bunky, které lezi ve vrcholu. Pokud je v jedné z nich hledané
¢islo, bylo nalezeno a vyhledavani kon¢i. V opac¢ném pripadé jsou dvé moz-
nosti. Bud je vrchol v v nejnizsi vrstvé a v tom piipadé hledané ¢islo v zadné
datové buiice stromu nelezi, nebo prejdeme k synu vrcholu v tak, ze je-1i hle-
dané ¢islo mensi (resp. vétsi) nez vSechna éisla v datovych buiikdch vrcholu
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v, pak prejdeme do syna, na kterého ukazuje levy (resp. pravy) ukazatel ve
vrcholu v a pokud je hledané ¢islo mezi ¢isly v dvou sousednich datovych
bunikach vrcholu v, prejdeme na syna ukazovaného ukazatelem mezi témito
dvéma bunkami. Uvédomte si pfi tom, ze ¢isla v datovych bunkéach jednoho
vrcholu jsou uspotradana vzestupné.

Zvolte hledané ¢islo bud tak, Ze jej pfimo zapiSete do piislusného pole
na ovladaci nebo klepnete na nékterou datovou bunku a v ni ulozend hod-
nota se do pole ovladace zapise automaticky (a mize byt pfipadné dodatecné
pozménéna). Pak provedte vypocet standardnim zptisobem.

Scéna: Hleddni minima v B-stromu

Hledani minima je velmi jednoduché. Vychézejice z kofene, postupujeme
stale do syna aktudalniho vrcholu, uzivajice jeho levy ukazatel, dokud je tento
nenulovy. Kdyz je tento postup zastaven, hledana hodnota se nachazi v levé
datové buiice urceného vrcholu.

Scéna: Hleddni mazima v B-stromu

Tato operace se provadi zrcadloveé vzhledem k hledani minima. Vychézejice
z kofene, postupujeme stale do syna aktualniho vrcholu, uzivajice jeho pravy
ukazatel, dokud je tento nenulovy. Kdyz je tento postup zastaven, hledana
hodnota se nachéazi v pravé datové bunice uré¢eného vrcholu.

Scéna: Stépeni vrcholu B-stromu

Ukéazeme nyni operaci, ktera se s vyhodou pouziva pii pridavani nové hod-
noty do B-stromu. Kazdy vrchol stromu zobrazeného v této scéné ma maxi-
malni pocet datovych bunék 2k—1 (tedy 5, pokud méame k = 3). Pfi krokovani
knoflikem Krok postupujeme podobné jako pti vyhledévéani jisté hodnoty, ale
vrcholy pouze neprochézime, ale kazdy navstiveny vrchol “rozstépime”.

Operace rozstépeni vrcholu v v prvnim kroku 2k — 1 datovych bunék (tedy
5, pokud je stale k = 3) rozdéli na t¥i skupiny. Levéa z nich obsahuje levych
k —1 (tedy 2 pro k = 3) datovych bunék spolu s ukazateli, které s nimi
sousedi. Prava obsahuje pravych k — 1 (tedy 2 pro k = 3) datovych bunék
se sousedicimi ukazateli. Obé tyto skupiny tedy vytvafeji dva minimalni vr-
choly B-stromu. Posledni, prostfedni, datova bunka vrcholu se osamostatni a
obklopi se dvéma novymi ukazateli, které ukazuji na zbyvajici dva vrcholy,
vytvorené rozstépenim puvodniho vrcholu.

Pokud byl vrchol v kofenem stromu, pak novy maly vrchol vznikly ze stie-
dové datové buiiky vytvoii novy kofen stromu (ktery ma minimélni velikost,
povolenou pro kotfen). V souvislosti s tim pochopitelné vzroste pocet vrstev
stromu.
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Pokud vrchol v nebyl kofenem, pak se v dalsim kroku novy maly vrchol,
vznikly ze stfedové datové buriky a obsahujici jednu datovou bunku obklope-
nou dvéma ukazateli, vsune do vrcholu, ktery je otcem vrcholu v, a to misto
ukazatele, ktery ukazoval na vrchol v. Otci vrcholu v tim ptibyla jedna datova
burika, ale jelikoz v této scéné je otec poztistatkem po Stépeni vrcholu ve vyssi
vrstvé, ma minimalni povoleny pocet datovych bunék a proto v ramci limitu
miize dalsi datovou buniku pojmout.

Stépeni je zpiisob, jak z vrcholu, ktery ma maximalni povoleny pocet da-
tovych bunék, vytvorit vrcholy, které maji minimalni povoleny pocet bunék.
Zde je také kli¢ k volbé vztahu minimalniho a maximalniho poc¢tu ukazateli
a datovych bunék vrcholu: pro datové bunky je dvakrat minimum plus jedna
rovno maximu.

Scéna: Priddvdni nové hodnoty do B-stromu

Zakladni myslenka pfidani nové hodnoty je velmi jednoduché: postupu-
jeme jako kdybychom ptidavanou hodnotu hledali. Pokud ji nalezneme, jiz ve
stromu je a neni tfeba ji tam pfidavat. (Tento pfipad by u dobfe navrzeného
algoritmu nemél nastat.) KdyZz nen{ nalezena, pak postup skoné¢i v nékterém
vrcholu v nejnizsi vrstvy, kde by se hodnota méla nachazet, ale neni tam. Vr-
chol pfitom nemé syny a tudiz hledani dale nepostupuje. Do vrcholu v proto
priddme novou datovou bunku a do ni vlozime pridavané c¢islo. Pravidlo o
usporadani ¢isel v datovych bunék jednoznac¢né urcuje, kam je tieba datovou
buriku pridat. Souc¢asné s pridanim jedné datové bunky je také tieba pridat je-
den ukazatel na syna, ktery pochopitelné ma nulovou hodnotu, protoze vrchol
v nejnizsi vrstvé nema syny.

Potiz ale nastava, pokud uvazovany vrchol v jiz ma maximalni povoleny
pocet datovych bunék. Neékteré varianty B-stromu pracuji tak, ze v tomto
ptipadé vrchol rozstépi a pridaji novou datovou bunku do patriéného z vznik-
Iych (minimdlnich vrcholit). Pokud ovSem otec vrcholu v (a poptipadé i jeho
vzdalenéjsi predchidci) byl také maximalni, nebyl by schopen pfijmout novou
datovou bunku a proto je nutné stépeni provadét i ve vyssich trovnich, nékdy
az do korene stromu.

Algovize ale ukazuje variantu B-stromu, kterd mize byt oznacena jako
“opatrnd”. Pfi pridavani postupujeme stromem z korene dola do listu, jako
bychom ptidédvanou hodnotu hledali; pokud ale pfitom narazime na vrchol s
maximéalnim poc¢tem datovych bunék, pro jistotu jej ihned rozstépime. Sté-
peni v jedné vrstvé zaruci, ze je bez problému proveditelné stépeni ve vrstveé,
ktera je pod ni (otec §tépeného vrcholu bude schopen absorbovat novou da-
tovou butiku) a kdyz dospé&jeme az do nejnizsi vrstvy, bude vrchol pfipraven
k absorpci nové bunky pro pridany vrchol.

Zkuste si pridavani provadét nebo krokovat. Snazte se pritom pridavané
hodnoty volit tak, aby co nejcastéji dochazelo ke stépeni vrcholu.
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Scéna: Jednoduché vynechdvani z B-stromu

Ve zbyvajicich scénach kapitoly o B-stromech je nasim cilem vynechat
jistou hodnotu z B-stromu. Animace ve scénach predpoklada, ze nevime, ve
které datové bunce je hodnota uloZzena a proto se na zacatku operace pro-
vede vyhledani této datové bunky; bézec ukazujici pritbéh operace po vstupu
do této datové buiiky zéervend. (Pokud by se zjistilo, Ze hodnota ve stromé
ulozena neni, operace se ukon¢i ihned poté. V dobife navrzeném algoritmu
vyuzivajicim B-stromu by ale tato moZnost neméla nastat.)

V nésledujicim vykladu budeme pouzivat pojem levy bratr a pravy bratr
vrcholu. Jsou to vrcholy, lezici ve stejné vodorovné vrstvé jako uvazovany
vrchol a to bezprostiedné vlevo, resp. vpravo od ného (pokud ovSem existuji).
Formalneé je 1ze definovat takto: necht je ddna datova butika ve vrcholu, ktery
neni v nejnizsi vrstvé a L, resp. P jsou ukazatelé, ktefi s touto datovou burikou
sousedi zleva, resp. zprava. Necht vy, resp. vp jsou vrcholy, na které ukazuje
ukazatel L, resp. P. Pak vy je levy bratr vrcholu vp a vp je pravy bratr
vrcholu vy,.

Vynechavanim se bude zabyvat kromeé této scény i pét nasledujicich scén.
Zde se budeme zabyvat jednoduchym pfipadem, ve kterém se tvar B-stromu
(skoro) nezméni. Datova buiika s vynechavanou buiikou nachdzi v nejnizsi
hladiné ve vrcholu, ktery ma vice nez miniméalni povoleny pocet datovych
bunék. Navic predpokladame, ze B-strom ma vice nez jeden vrchol, takze ma
alespon 2 vrstvy.

V tomto pfipadé se prosté datova buiika a (nulovy) ukazatel s ni zleva sou-
sedici vynechaji. Pfipadné bunky a ukazatele, které byly vpravo od vynechané
buriky, se musi posunout vlevo, aby ve vrcholu nevznikla “dira”.

Scéna: Vynechdavdni z B-stromu s jednim vrcholem

vvvvvv

jeden trividlni pfipad: B-strom ma jediny vrchol (ktery je pochopitelné kote-
nem).

Pokud kofen ma vice nez jednu datovou bunku, pak pozadovanou bunku
muzeme prosté vynechat spolu s ukazatelem lezicim nalevo od ni; kotfen je vy-
jimka a muze obsahovat jedinou datovou buiiku obklopenou dvéma ukazateli.
Pochopitelné se v pripadé potieby zbylé musi bunky a ukazatele posunout
vlevo, aby nevznikla dira.

V opac¢ném piipadé je vynechavana buika jedinou datovou buitkou stromu
a po jejim vynechani je B-strom prazdny. (V nasi implementaci je prézdny
strom predstavovan jednim vrcholem, obsahujicim jediny nulovy ukazatel a
zéddnou datovou buriku.)

Vynechavejte z kofene bunky tak dlouho, dokud ve stromu zadné nezbude.
B-strom pak muizete obnovit stisknutim knofliku Novy strom a vynechavani
z osamoceného korene opakovat.
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V nasledujicich scénach budeme predpokladat, ze strom ma alespon dva
vrcholy a tedy i alespon dvé vrstvy.

Scéna: Vynechavdni s neprimou adopci zleva

V této scéné se vynechavana datova bunka se nachazi v nejnizsi hladiné
ve vrcholu v, ktery ma minimalni pocet datovych bunék, ale vrchol mé levého
bratra, kterd ma vétsi nez minimalni pocet datovych bunék. Cinnost potiebna
pro vynechani bunky je v krokovani rozdélena do 5 kroki.

Krok: Vynechdni buriky

V prvnich dvou krocich se vynechéa vynechavana hodnota i s datovou bun-
kou, ktera ji obsahovala a ukazatelem napravo od ni. Vznikne tim vrchol,
ktery ma nepfipustné maly pocet bunék. (Po prvnim kroku je vrchol nakres-
len s prazdnym mistem po vynechané bunce, v druhém se stdhne na novou
aktualni sitku.) o

Krok: Presun burky z otce

Necht P je ukazatel v otci vrcholu v, ktery na vrchol v ukazuje a B je
buiika vlevo od tohoto ukazatele v otci vrcholu v. (Tato buiitka musi existovat,
protoze v mé levého bratra - je to buika mezi ukazateli na v a jeho levého
bratra.) V nésledujicich dvou krocich se nalevo ve vrcholu v vytvoii misto pro
novy ukazatel a datovou bunku a pak se do nového mista pro buniku presune
z otce bunika B. Tim je ve vrcholu v dosazeno pripustného minimalniho poctu
datovych bunék (ale ve vrcholu zatim schazi nejlevéjsi ukazatel). ©

Krok: Presun bunky z levého bratra do otce

Poté se nejpravejsi datova bunka levého bratra vrcholu v presune na misto,
kde byla ptivodné bunka B a nejpravéjsi ukazatel levého bratra vrcholu v se
presune na volné misto pro ukazatel na levém okraji vrcholu v. Tim je operace
dokoncena. Levému bratru vrcholu v ubyla jedna datova burka, ale podle
nasich predpokladi je to pripustné. ¢

Scéna: Vynechdavdni s neprimou adopci zprava

Vynechavana datova bunka lezi ve vrcholu v v nejnizsi vrstvé, vrchol v
mé minimalni pocet datovych bunék a bud nem4 levého bratra a nebo levy
bratr vrcholu v ma minimalni pocet datovych bunék, ale vrchol v mé pravého
bratra, ktery ma véts$i nez minimélni pocet datovych bunék.

V tomto piipadé€ operace probihd v zasadé zrcadlové symetricky s pred-
chozim scénou: po vynechani bunky se na pravou stranu vrcholu v pfida z
otce bunka napravo od ukazatele, ukazujiciho na v a pak se do uprazdnéného
mista v otci presune leva buika pravého bratra vrcholu v. Kromé toho levy
ukazatel z pravého bratra se presune do vrcholu v a navic se vSechny bunky a
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ukazatelé, zbyvajici v pravém bratrovi musi posunout doleva, aby se zaplnilo
uprazdnéné misto.

Scéna: Vynechdvdni spojenim vrcholu s bratrem

Tato scéna popisuje piipad, kdy nelze aplikovat adopci. Datova bunka lezi
ve vrcholu v v nejniz$i vrstvé, ma minimélni pocet bundk, levy bratr bud
neexistuje nebo ma minimalni pocet bun¢k a pravy bratr bud neexistuje nebo
ma minimalni pocet bunék. Je zifejmé, Ze vrchol v nemuze byt soucasné bez
levého i pravého bratra. Rozebereme pripad, kdy méa levého bratra, pripad
kdy m4 (jenom) pravého bratra se provede zrcadlové symetricky.

Krok: Vynechdni buriky

V tomto pripadé€ se nejprve vynecha bunka s vynechavanou hodnotou;
vznikne vrchol s nepfipustné malym pocétem bunék, rovnym k — 2. ¢

Krok: Presun bunky z otce

Dale se bunka lezici v otci vrcholu v mezi ukazateli ukazujicimi na levého
bratra vrcholu v a vrchol v pfesune jako nova prava bunka levého bratra
vrcholu v. Levy bratr vrcholu v pak ma (k — 1) + 1 = k bunék. ¢

Krok: Viastni spojeni

Potom se vSechny bunky a ukazatele vrcholu v pfenesou se zachovanim
poradi napravo do levého souseda vrcholu v, ktery potom bude mit 2k — 2
bunék, tedy pripustné mnozstvi. ¢

Krok: Vypusténi ukazatele

Nakonec se v otci vrcholu v vypusti ukazatel, ktery ptvodné ukazoval
na vrchol v (ktery jiz nyni nic neobsahuje) a buiiky tohoto vrcholu se srazi
dohromady. ¢

Krok: Zpracovani otce

Otec vrcholu v mé nyni o jednu datovou buitkku méné. Pokud ma stale
pripustné mnozstvi bunék, operaci je mozno ukoncit. V opa¢ném pripadé jsou
dvé moznosti.

e Vynechani kofene: Pokud otec vrcholu v byl kofen, neobsahuje nyni
zadnou datovou bunku a je tvofen jedinym ukazatelem, ktery ukazuje
na vrchol vznikly spojenim vrcholu v a jeho levého bratra. Pak prosté
vypustime kofen stromu a za novy koren prohlasime vrchol vznikly spo-
jenim vrcholu v a jeho levého bratra. Toto je jediny p¥ipad, kdy poklesne
pocet vrstev B-stromu.
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e Otec w vrcholu v nebyl koren: Pak opakujeme vySe uvedeny postup na
vrchol w: jestlize w ma levého bratra s vét$im nez minimalnim poc¢tem
bunék, pak w pribere jednu bunku od otce a tu nahradime pravou bun-
kou levého bratra vrcholu w, jinak pokud méa w pravého bratra vétsi
nez minimalni velikosti, aplikujeme zrcadlovy postup; nakonec pokud
vrchol w nemé ani levého ani pravého bratra vétsi nez minimalni veli-
kosti, slou¢ime vrchol w s jednim jeho bratrem a jednou bunkou z otce
vrcholu w a cely postup popripadé iterujeme pro otce vrcholu w.

Scéna: Vynechavdni hodnoty z bunky ve vys$si vrstvé

Posledni moznost pfi vynechavani je pripad, kdy mame vynechat hodnotu
lezici v bunice B ve vrcholu v, ktery neni v nejnizsi vrstvé. V tomto pripadé
si pomuzeme podobnym trikem, jako pfi vynechavani vrcholu s dvéma syny
v bindrnim vyhledavacim stromu:

Krok: Odstranéni hodnoty z burky

Hodnotu ulozenou v burice B vyhodime; bunka je do¢asné prazdna. ¢

Krok: Nalezeni ndhradni bunky

Nalezneme buriku stromu s hodnotou nejblize nizsi k hodnoté ulozené ve
vynechdavané bunce. Tuto bunku nalezneme tak, Ze se nejprve spustime o
jednu vrstvu doli do vrcholu, ukazovaného ukazatelem lezicim bezprostiedné
vlevo od buiiky B ve vrcholu v a pak postupujeme stéle pravym ukazatelem
aktualniho vrcholu, az se dostaneme do vrcholu nejnizsi vrstvy a v ném si
vybereme pravou bunku. ¢

Krok: Presun hodnoty z nahradni bunky

Cislo ulozené v buiice nalezené v pfedchozim kroku pfesuneme do nyni
prazdné bunky B. ¢

Krok: Vynechdni buriky

Prazdnou buniku ze spodni vrstvy vynechame. Tato bunka lezi ve vrcholu
nejnizsi vrstvy a proto lze aplikovat néktery z postupt popsanych v predcho-
zich scénach. o

Scéna: Operace s B-stromem

Vyzkousejte si nyni operace s B-stromem. Mate moznost si nechat vytvorit
nahodny B-strom libovolné rozumné velikosti a s nim provadét operace dle
vlastniho vybéru. Uvédomte si, Ze stupenl rozvétveni vrcholu (neboli ¢islo k)
je v appletu pro nazornost pomérné malé, ale v praktickych aplikacich muze
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byt nékolik desitek. Pak je i hloubka ohromnych stromii velmi mala. B-stromy
se pouzivaji ¢asto v situaci, kdy velkd ¢ast stromu je ulozena v pomalé paméti
(napt. disk) a neni problém v rychlé operaéni paméti nékolik velmi velkych
vrchold, ale je tfeba minimalizovat pocet vrchold, se kterymi se setkdme na
cesté ke korenu, tedy se snazime o co nejmensi hloubku stromu.



Kapitola 4

Halda

Halda je datové struktura, kterd umoziuje provadét s mnozinou ¢isel efektivné
nasledujici operace:

e uréeni minima - je-li halda neprazdnd, pak se urci velikost minimé&l-
niho prvku v haldé;

e pfidani nového ¢isla do haldy - do haldy se vlozi zadany prvek (musi
byt zaruceno, Ze jesté v haldé neni, halda test neumoziuje provadét);

e vynechani minima - je-li halda neprazdné, vyneché se nejmensi prvek,
ktery v haldeé je;

e vynechani obecného prvku mnoziny - s uréenou polohou v haldé;
halda neumoziuje vynechavani obecného prvku zadaného hodnotou.

Halda neumoznuje jednoduchym a efektivnim zpusobem urcit maximélni
prvek a zjistit, zda (a kde) v ni lezi zadany prvek. Uvidime, Ze toto omezeni
umozni pouzit velmi jednoduchou strukturu.

Primocaré pouziti haldy je pro tfidéni: nejprve do haldy tridéna cisla “na-
sypeme” operaci pridani a potom je vytahujeme jedno po druhém v settidé-
ném poradi operaci vynechani minima. Nékteré algoritmy tento postup prova-
déji on-line a obcas zjisti, ze néktery pridany prvek do souboru ve skutec¢nosti
nepatii, proto je pak vyhodna i operace vynechani obecného prvku. Zjistit mi-
nimum je mnohdy uzitecné i kdyz jej neminime okamzité vyjmout. Operaci
vynechani minima by bylo mozno zkombinovat z vyhledani minima a obec-
ného vynechani, ale uvadime ji samostatné, protoze se jednak u haldy pouziva
Castéji nez obecné vyhledani, a kromé toho je jednodussi.

Vsechny haldy se implementuji zakorenénym stromem nebo nékdy lesem,
ktery ma stejny pocet vrcholu jako je prvka representované mnoziny a do kaz-
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dého vrcholu se jeden prvek mnoziny vlozi. Prvek ulozeny ve vrcholu budeme
nazyvat kli¢ vrcholu.

U haldy vzdy vyzadujeme, aby kli¢ jakéhokoli vrcholu nebyl vétsi nez kli¢
jeho libovolného syna. To vede k tomu, ze minimum je vzdy ulozeno v kofenu
stromu nebo korenu nékterého stromu lesa a je tedy snadné jej najit a casto
je i jednodussi vynechat kofen nez obecny vrchol stromu.

V této kapitole popiseme jednoduchou implementaci haldy pomoci stromu
velmi specidlniho tvaru. Pokud nékdy uslysite slovo “halda” bez blizsiho
upresnéni, nejspise je minéna takto implementovana halda.

Scéna: Twvar haldy
Halda popisovana v této kapitole je tvorena bindrnim stromem, splnujicim
nasledujici podminky:

e kazdy vrchol mé 0, 1 nebo 2 syny. Pokud mé dva syny, oznacujeme je
jako levy a pravy, pokud ma jediného syna, je tento syn levy;

e pouze v nejnizsich dvou vrstvach mohou byt vrcholy, které maji méné
nez dva syny (v nejnizsi vrstvé pochopitelné jsou pouze listy, tedy vr-
choly bez synt);

e postupujeme-li pfedposledni vrstvou zleva doprava, pak nachazime nej-
prve vrcholy se dvéma syny (tato skupina ale nemusi viibec byt pfi-
tomna), pak piipadny jediny vrchol s jednim (levym) synem a pak po-
pripadé vrcholy bez synt (listy).

Na pocatku je v této scéné vidét prazdna obrazovka - halda je prazdna.
Klepejte na knoflik Pridej vrchol. Kazdé klepnuti prida jeden vrchol; klice
volime pro jednoduchost postupné 1,2,3,.... Tento postup zajisti, ze klice
budou splnovat podminku haldy, aniz bychom museli provadét operace, které
budou popisovany v dalSich scénach.

Zajisté vidite, ze chceme-li splnit vySe uvedené podminky, pak tvar nasi
haldy je jednoznac¢né dan poc¢tem jejich vrchola - je pouze jediné misto, kam
lze zavésit nové pridavany vrchol:

e pokud vSechny vrcholy predposledni vrstvy maji 2 syny a nebo pokud
tato vrstva schazi (tj. halda obsahuje jen kofen), pfipoji se novy vrchol
jako levy syn nejlevéjsimu vrcholu spodnt vrstvy;

e pokud je v pfedposledni vrstvé vrchol s jednim synem (takovy vrchol
miize byt jen jeden a syn je levy), pfipoji se novy vrchol jako pravy syn
uvedeného vrcholu s jednim synem,;

e pokud predposledni vrstva existuje a obsahuje alespon jeden list, ale
zéddny vrchol s jednim synem, pripoji se novy vrchol jako levy syn nej-
levéjsiho listu v predposledni vrstve.
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Pridavejte vrcholy dokud neni halda dosti velkd a dokud vam neni zcela
ziejmé, jak halda musi vypadat.

Z haldy je téz mozno ubirat vrcholy knoflikem Uber vrchol. Pro zacho-
vani tvaru haldy musi byt vzdy odebran nejpravéjsi vrchol nejnizsi vrstvy. Je
téz mozno pridavat nebo ubirat vice vrchol najednou, zméni-li se ¢islo v poli
vedle A =.

Scéna: Pridavdni do haldy

Pridavani obecného klice do haldy se provede takto:

Nejprve se do haldy pfida novy vrchol do mista ve stromu, které bylo
popsano v predchozi scéné a pak se do nového, zatim prazdného, vrcholu v
pridé novy kli¢. Vrchol v ale mtize porusovat podminku haldy, nebot kli¢ v ném
obsazeny muze byt mensi nez kli¢ jeho otce. V takovém ptipadé nechame kli¢
z vrcholu v “vybublat” az do vrstvy, do které nalezi: prohodime kli¢ vrcholu
v a jeho otce. Vrchol v je nyni uz v poradku, ale jeho otci se kli¢ zmensil a
zase muze haldovou podminku porusovat on; pak bychom prohodili kli¢ otce
a dédecka vrcholu v; pak ovSem musime kontrolovat haldovou podminku pro
dédecka, atd. Mtize se stét, ze piidany kli¢ vystoupd az do korene (pokud byl
novym minimem haldy).

Scéna: Vynechavdni minima

Z podminky pro ukladani klicth do vrcholt haldy je zfejmé, ze minimum
haldy se vzdy nachazi v jejim kofenu. Mame-li tedy minimum vynechat, ne-
muzeme jej odstranit spolecné s vrcholem, ve kterém lezi, protoze by se nam
strom rozpadl tézko opravitelnym zpusobem.

Pomiizeme si proto trikem znamym z predchozich kapitol. Kli¢ z kofene
odstranime, ale vrchol ponechame. Pak do néj preneseme kli¢ jiného vrcholu
a vynechame pak vrchol, ktery se ocitne bez klice.

Aby vynechani vrcholu, kterému odebereme kli¢, nepokazilo tvar haldy,
musime za néj zvolit nejpravéjsi list spodni vrstvy. Tim ale nastane obvykle
problém: kli¢ tohoto vrcholu, ktery je az ve spodni ¢asti haldy, je vétsinou
hodné velky a preneseme-li jej do kofene, nebude se tam hodit, protoze bude
porusovat haldovou podminku. Tento problém vyfeSime tim, ze pak kli¢ ne-
chame “spadnout” tak hluboko, az se dostane do mista, kde uz nebude piisobit
potize.

Bude to operace v jistém smyslu opacnd k “probublavani” nahoru pfi
pridavéani. Pokud kli¢ kotfene je vétsi nez kli¢ jeho syna, pak je prohodime.
Pokud ale m4a halda alespon 3 vrcholy, mé kofen dva syny a neni jedno, se
kterym kli¢ prohodit. Zasadné musime prohozeni provést tak, Zze prohazujeme
se synem, ktery ma mensi kli¢; v opac¢ném pripadé bychom poruseni podminky
neodstranili (vite pro¢?).
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Prohozenim se kli¢ z kofene dostane o jednu hladinu nize, ale stale mtize
porusovat haldovou podminku (nyni s vrcholem, ktery je vnukem kofene). V
takovém pripadé zase problémovy kli¢ prohodime s klicem toho syna aktudl-
niho vrcholu, ktery ma mensi kli¢ z obou bratri. Prohazovani kli¢t se muze
obecné opakovat mnohokrat, ale nakonec kli¢ padajici z kofene skon¢i bud v
listu nebo vrcholu, jehoz syn nebo synové maji klice vétsi.

Scéna: Vynechdvdni z haldy

Vynechavani klice z obecného vrcholu haldy se provadi velmi podobné jako
vynechavani minimalniho klic¢e z kofene. Mame-li vynechat kli¢ vrcholu v, pak
kli¢ z v vyhodime, do v prevedeme kli¢ z nejpravéjsiho vrcholu spodni vrstvy
haldy (pokud ovSem v neni timto vrcholem) a pak nejpravéjsi vrchol spodni
vrstvy haldy prosté odtrhneme.

Kli¢, ktery se nyni octnul ve vrcholu v, miize porusovat haldovou podminku
dvojim zptsobem: bud je moc maly - mensi nez kli¢ otce vrcholu v - nebo
je moc velky - vétsi nez kli¢ nékterého z obecné dvou synt vrcholu v. Pokud
dojde k prvnimu pripadu, nechame kli¢ vybublat vzhiru, tak jak jsme to délali
pri pridavani. V druhé pripadé zase kli¢ nechame spadnout do patfi¢né vrstvy
stejné jako tomu bylo pfi vynechdvani minima.

Klepnutim zvolte néktery vrchol haldy a krokujte si operaci vynechavani
klice.

Scéna: Zména klice

Klepnéte na néktery vrchol; jeho kli¢ se objevi v poli napravo od N =. Nyni
do tohoto pole napiste jiné ¢islo. Tim se také zméni kli¢ zvoleného vrcholu.
Pokud zménény kli¢ porusuje haldovou podminku, nechame jej vybublat na-
horu, pokud je prilis maly nebo naopak spadnout dold, pokud je pfilis velka.
Operaci provadime piesné tak, jak bylo popisovano v predchozich scénéch pro
pridavani a vynechavani.

Zmeéna klice se obvykle nepovazuje za zakladni haldovou operaci, ale ¢asto
je uzitecnad sama o sobé a predevsim se jedna o zakladni netrividlni soucast
vSech vyse uvedenych operaci.

Scéna: Operace s haldou

V této scéné se nedozvite nic nového, ale mizete si zkusit libovolné operace
s haldou dle svého uvazeni. Obrazky haldy v knihach jsou obvykle malé, zde si
ale mtzete zkusit vytvorit opravdu velkou haldu, abyste vidéli, ze i pii velkém
poctu vrcholt je jeji hloubka stale mald, ale roste rychle do sifky, coz ovSem
nevadi, protoze rychlost vypoc¢tu urcuje hloubka a nikoli sitka haldy. Kdykoli
si také muzete haldu nechat vytvorit znova; jeji velikost si muzete nastavit na
ovladadi.
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Scéna: Cislovdni vrcholdi haldy

V této scéné je na obrazovce zobrazena velkd halda, klice vrcholt zobrazeny
nejsou, protoze pro nasledujici ttvahu nejsou nutné. Vrcholy haldy jsou ale
oc¢islovany ¢isly 1,2, ... tak, Ze jsou ¢islovany po vrstvach shora dolu a v rdmci
kazdé vrstvy zleva doprava. Z prvni scény jiz vime, ze takto by vypadaly klice
haldy, do které bychom je pfidavali v poradi 1,2,3,4,... .

Je vidét, ze (pokud existuji) méa kofen ¢islo 1, jeho synové maji ¢éisla 2, 3,
vrcholy dalsi vrstvy ¢isla 4, 5, 6, 7 atd.
¢islo k, pak jeho levy syn (existuje-li) ma potradové ¢islo 2k a jeho pravy
syn (existuje-li) ma potradové ¢islo 2k + 1. Platnost tohoto tvrzeni si ovéite
si na obrazovce pro vSechny zobrazené vrcholy. Mozné prijdete na pomérné
jednoduchy diikaz tvrzeni sami.

Naopak tedy pokud vrchol jiny nez kofen ma poradové ¢islo ¢, pak jeho
otec ma poradové ¢islo [£/2]| (nebo ¢/2 pokud ’/’ chéapeme jako operator
celociselného déleni).

Dalsi vlastnosti ocislovani je, ze povazujeme-li vrstvu obsahujici koren za
nultou, pak nejlevéjsi vrchol k-té vrstvy mé potradové &islo 2% a nejpravéjsi
vrchol této vrstvy ma potadové ¢islo 25+ — 1.

Volbu na ovlada¢i nyni zménte z Normalni na Zkosena. Halda se nakloni
tak, ze x-ova soufadnice vrcholu je timérna jeho vyse uvedenému ocislovani.
Nyni zménte volbu na Halda a pole. Pod haldou se objevi jednorozmérné
pole, pod kazdym vrcholem jedna jeho polozka. Pod polozkami jsou jesté
jednou uvedena poradova ¢isla, shodna s ¢isly vrchold nad nimi.

V poli je implicitnim zptisobem zahrnuta struktura stromu, vytvarejicitho
haldu. Polozka s poradovym ¢islem k£ ma za otce polozku s poradovym ¢islem
|k/2] a levého a pravého syna s pofadovymi ¢isly 2k a 2k + 1, pokud tyto
polozky jsou v poli zahrnuty.

S haldou tedy je mozno pocitat tak, Ze ji mame representovanou jako
pole a na rozdil od velké vétsiny jinych datovych struktur uzivajicich stromy
nepouzivame explicitné vyjadiené ukazatele na otce a syny, bratry a pod.

Pokud zménime volbu na ovladac¢i na Samotné pole, pak ze scény zmizi
zobrazeni stromu a zistane pouze pole. Operace se nam pak jevi tak, jak jsou
obvykle naprogramovany pro pocitac a strom, ktery nam umoznuje metodam
lépe rozumét, jiz zustava jen v nasi mysli.

Scéna: Operace s haldou ve tvaru pole

Tato scéna ma plnou funkénost standardni haldy a umoznuje pridavat a
vynechéavat i ur¢ovat minimum. Volbou na ovladac¢i mtizeme zvolit libovolné
ze CtyT zobrazeni: normalni a zkosena halda, zkosena halda s polem a samotné
pole a sledovat provadéni operaci tak, jak se pozvolna transformuje z mate-
matické formy do podoby programéatorské. V kapitole o tfidéni posloupnosti
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¢isel algoritmem Heapsort si vSe zopakujeme v zakladni aplikaci, ze které
halda vznikla.



Kapitola 5

Slucdovatelna halda

Slucovatelnd halda je predevsim halda, to znamena datova struktura, ktera
umoznuje provadét efektivné operace urceni minima, vkladani a vynechavani
minima i obecného prvku, které jsme popsali v predchozi kapitole. Umoznuje
ale také efektivné provadét operaci sloucent, coz je sjednoceni dvou disjunkt-
nich hald do jedné. Pozadavek disjunktnosti umoziuje, ze se mnoziny, popsané
slu¢ovanymi haldami polozi vedle sebe a upravi se jejich vnitini struktura pri
zachovani mnoziny vrcholl, aniz by mohlo dojit k vicenasobnému vyskytu
nékterého prvku.

Scéna: Binomickd halda

V této kapitole se budeme zabyvat jednou implementaci slucovatelné hal-
dy, ktera se nazyva binomicka halda. Binomicka halda nevyuziva jediny strom,
ale les - soubor nékolika stromii. Tvar lesa, ktery vytvari binomickou haldu,
je jednoznac¢né dan poc¢tem jeho vrcholt. Pro reprezentaci mnoziny o n prv-
cich vytvotrime les, ktery ma dohromady n vrchold a do nich vlozime prvky
mnoziny, které zde opét budeme nazyvat klice a to tak, aby kli¢ libovolného
vrcholu, ktery neni kofenem nékterého lesa, byl vétsi nez kli¢ jeho otce.

Tato tvodni scéna je ilustraci toho, jak binomicka halda vypadé pro rtzné
poc¢ty vrchola; jak funguje si ukdzeme az v dalSich scénéach. Vidite, ze jeji
stromy maji velmi rtizné velikosti; mozna jste si jiz v§imli, ze povolené velikosti
stromi jsou mocniny dvojky: 1, 2, 4, 8, 16, atd. a od kazdé velikosti je v haldé
nejvyse jeden. Stromy pfitom i pfi velké velikost maji malou vysku a je jich
malo. Jak uvidime pozdéji, pocet stromt i hloubka nejhlubsiho stromu v haldé
o n vrcholech je nejvyse log, n.

Meénte ¢islo v poli vedle N = a poté kliknéte na knoflik Nova halda pro
vytvoreni hald rtzné velikosti a sledujte jejich tvar. V této scéné nelze zatim
provadét zadné operace, jeji cil je ukazat, jak binomické haldy rizné velikost
vypadaji. Zajimavé je i pouziti knofliku Pridej vrchol, ktery haldu zvétsi
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o jeden vrchol. Pozornéjsi z ¢tenaiu jisté napadne fada vlastnosti binomické
haldy a souvisejicich operaci, které budou v dalsim textu probirany.

Scéna: Stromy binomické haldy

Kli¢em k pochopeni binomické haldy je dobra znalost vlastnosti strom1i, ze
kterych se sklada. Proto se tato scéna jejich konstrukci bude zabyvat. Stromy
binomické haldy maji velmi specificky tvar. Pocet vrcholu takového stromu je
vzdy mocnina dvojky a mé-li takovy strom 2% vrcholi, pak jeho kofen ma k
synu a strom mé hloubku k. Takovy strom budeme nazyvat strom rddu k.

Konstrukce stromu, ktery se muze objevit v binomické haldé, je jednodu-
cha:

e strom, ktery ma 2° = 1 vrchol, je pochopitelné jednoznaéné uréen;

e strom, ktery ma 2* vrcholfi, vznikne ze dvou stromt s polovié¢nim po-
¢tem, tedy 2°~1 vrcholy, které se sloudi tak, Ze kofen jednoho ze stromi
se pripoji jako novy syn ke kotfeni druhého stromu.

Ktery z kofent stromu se stane kofenem slouc¢eného stromu a ktery bude
podfizen, neni libovolné. Je vam jisté jasné, Ze pravidlo haldy (t.j. syn mé
vétsi kli¢ nez otec) néds nuti jako nadfizeny kofen (ten ktery zustane kofenem
nového stromu) volit ten z kofent slucovanych stromt, ktery méa mensi klic.

Zkuste si postupné vytvaret stromy s 1,2,4,8, ... vrcholy pomoci knofliku
Krok. Na zacatku je v levé poloviné obrazovky zobrazen strom s jednim
vrcholem, leva je prazdna. Pak vzdy v lichém kroku se do pravé poloviny
obrazovky vytvoii strom stejné velikosti a tvaru jako v levé poloviné (jen s
jingmi kli¢i vrchol) a v sudém kroku se oba stromy slouéi do levého okna na
jeden strom dvojnasobné velikosti. Sledujte, jak pravidlo haldy urcuje, ktery
z kofent slucovanych stromt se stane kofenem slouc¢eného stromu.

Knoflikem Zpét se miizete vratit ke stromu o f4d mensim (pokud strom
ma alespoii dva vrcholy). Jeden krok zpét odpovida dvéma krokim dopiedu.

Je vidét, ze velikost stromu roste velmi prudce s jeho fadem, zatimco
hloubka i stupen korene roste jen mirné.

Scéna: Zavislost tvaru binomické haldy na poctu vrcholi

V této scéné budeme sledovat, jak tvar binomické haldy zavisi na poctu
jejich vrcholt. Kdykoli se zada do ¢iselného pole v ovladaci prirozené ¢islo,
vykresli se na obrazovce halda s timto poc¢tem vrcholu.

Tvar haldy je dan dvéma pravidly: halda mtize obsahovat jen stromy, které
byly popsany v predchozi scéné a nesmi obsahovat dva stromy stejného radu
neboli také stejné velikosti.

Uvéazime-li, Ze pocet vrcholl stromu musi byt mocninou dvojky (strom
f4du k ma 2% vrcholi), pak existuje jednoduchy postup, jak uréit, které
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stromy pouzit v haldé o n vrcholech: Cislo n se napise v binarnim zépisu jako
by—1bg—o...biby (kde bit by—;1 je nejvyznamnéjsi a by nejméné vyznamny) a
strom fadu k se pouzije pravé tehdy, kdyz bit by je roven 1 (a to se pouzije
pochopitelné jeden strom fadu k), zatimco kdyz by je 0, nebude v haldé zadny
strom fadu k.

V takovém pripadé bude v haldé Z:;é bi2%, co je presné tolik, kolik je
¢islo s binarnim zapisem by_1by_5 ... b1bg, neboli n.

Pro ilustraci této metody je na pozadi na obrazovce, rozdéleném do past,
zapsan v binarni soustavé pocet vrcholt, tedy cislo, které se v dekadickém
zapisu objevuje na ovladaci a strom radu k haldy se objevuje v pasu ve kterém
je na pozadi zapsan k-ty bit binarniho zapisu cisla n.

Scéna: Slucovdni hald

V této scéné zacnu vysvétlovat prvni z operaci, kterou binomickéa halda
umoznuje efektivné provadét. Bude to operace, kterd se na prvni pohled zda
nejobtiznéjsi - slucovani dvou hald. Jak ale uvidite, ostatni operace se velmi
jednoduse vysvétli za pouziti specidlnich pripada operace sluc¢ovani, a proto
je tento zpusob vykladu nejvhodnéjsi.

Na obrazovce jsou znazornény dvé haldy s pocty prvka zadanymi na ovla-
daci. Sluc¢ovani si nejprve zkuste krokovat pro tyto hodnoty, jsou vybrany tak,
ze v prubéhu slucovani nastanou vSechny dulezité situace, ke kterym pritom
muze dojit.

Slouceni hald se provede tak, ze ddme vSechny stromy obou lest, pred-
stavujicich zpracovavané haldy, dohromady. Tim vznikne novy les, ktery po-
chopitelné spliiuje podminku vertikdlni monotonie (stromy se neménily) a
vSechny stromy maji pripustny tvar, ale muze se stat, ze halda obsahuje 2
rizné stromy stejného Fadu ¢i velikosti. Abychom tuto potiZz odstranili, pro-
vedeme nasledujici:

pro k = 0,1,... pokud strom obsahuje dva ruzné stromy radu k, pak je
slou¢ime na jeden strom radu k + 1.

Poznamenejme, ze pii provadéni této operace se mize stat, ze v haldé
nalezneme t77 stromy fadu k: jeden z ptvodni prvni haldy, druhy z pivodni
druhé haldy a tfeti, ktery vznikl béhem provadéni operace ze stromu nizsich
rada z obou hald. V tomto pfipadé libovolné dva z nich slouc¢ime na strom
vyssiho fadu a treti v haldé ponechame beze zmény. Postup pouzity v animaci,
kdy pro slouceni vybirdme stromy z puvodnich hald, je pouze jedna z moznosti
jak operaci provadét.

Na pozadi jsou na obrazovce zapsany binarni zapisy velikosti ptivodnich
hald, které se nachazeji v horni a stfedni vertikalni ¢asti okna a v dolni verti-
kalni ¢asti se postupné objevuje binarni zapis poctu vrcholi sloucené haldy.
Jisté vam neuslo, ze slu¢ovani dvou hald velmi tzce imituje s¢itani binarné
zapsanych ¢isel, predstavujicich pocty vrchola séitanych hald. Slouceni dvou



74 KAPITOLA 5. SLUCOVATELNA HALDA

hald pfimo koresponduje s vytvorenim pfrenosu do vyssiho fadu pfi binarnim
s¢itani.

Slouceni dvou stromu se provede v konstantnim case bez ohledu na tom,
jak velké jsou slu¢ované stromy. Je proto jasné, ze radove trva operace slouc¢eni
stejné dlouho jako secist binarni ¢isla predstavujici poc¢ty vrcholt slu¢ovanych
hald. Operace je tedy mimoradné rychla; pocet slouceni je nejvyse roven délce
bindrniho zépisu operandi, tedy [log, n], kde n je délka delsiho ze s¢itanci.

Scéna: Priddvdni do bindrni haldy

Pridavani je velmi jednoduché. Vytvorime si novou haldu, ktera obsahuje
jediny vrchol (tedy je tvofena jedinym stromem Fadu 0) a pridavané ¢islo do
tohoto vrcholu vlozime jako jeho kli¢. Poté ptivodni haldu a novou jednovr-
cholovou haldu slou¢ime algoritmem vysvétlenym v predchozi scéné.

Je zfejmé, ze je nutné, aby uzivatel zajistil, ze do haldy je vzdy pridavan
takovy prvek, ktery v ni jesté neni. Na rozdil od binarnich vyhledavacich
stromti a B-stromil neni u hald jednoduché a rychlé zjistit, zda dany prvek v
haldé jiz lezi.

Zkuste si nyni postupné pridavani do binomické haldy, které je uspota-
déno tak, aby pfipominalo operaci slu¢ovani z predchozi scény (s tim, Ze po
dokonceni operace se vysledna halda jesté presune z dolni polohy nahoru do
horni tfetiny okna).

Scéna: Urcovdni minima v binomické haldé

Z pravidla vertikalni monotonie vyplyva, Ze minimum v haldé se nachazi
v kofenu nékterého stromu haldy. Neni ovS§em mozno predem fici, ve kterém
stromé minimum je, proto je tfeba prohlédnout vSechny koreny.

Operace je velmi rychlé, protoze pocet stromt v haldé je roven poctu
jednotek v binarnim zapisu ¢isla udavajictho pocet vrchol haldy a ten je
pochopitelné nejvyse roven délce zapisu tohoto ¢isla, coz je nejvyse [logy n].

Animace predstavuje prochazeni kofent stromt (zelend barva vrcholu) a
zdznam dosavadniho minimélniho nalezeného kli¢e (¢ervend barva).

Scéna: Vynechavdni z binomického stromu

Nez se dostaneme k vynechavani z obecné haldy, ukdzeme si vynechavani
z haldy, tvorené jedinym stromem. V literatufe lze nalézt odlisné varianty, zde
bude ukazana ta, ktery problém prevede na vynechavani minima.

Zvolte si klepnutim mysi libovolny vrchol, jeho kli¢ mame za kol odstra-
nit. KIi¢ se nejprve odstrani, ale vrchol kterému nélezel, se ve stromu ponecha.

“Prazdno” ve vrcholu budeme povazovat za kli¢ s hodnotou mensi, nez
je hodnota jakéhokoli jiného kli¢e ve stromu. Tento “prazdny” kli¢ nechame
stoupat vzhuru podobné jako tomu bylo v pfedchozi kapitole; zde prazdné
misto pochopitelné vystoupa az do kofene stromu.
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Kdyz se bez klice ocitne kofen stromu, tak jej odtrhneme a tim se strom,
jak jisté vidite na obrazovce, rozpadne na les, ktery obsahuje po jednom
stromu kazdého fadu nizsiho nez byl fad puvodniho stromu. Tento les tedy
tvori binomickou haldu, ktera je vysledkem operace.

Zkuste si operaci krokovat. Budete-li ji chtit provést opakované, musite
nejprve vytvorit novy strom.

Jak bude vypadat (a musi vypadat) vysledek operace je také mozno urcit
jednoduchym vypoétem: piivodni strom ma n = 2¥ vrchold, kde k je fad
stromu. Po odebrani jednoho vrcholu vysledna halda ma 2¥ — 1 vrcholt a je
znamo, ze plati

F _1=14244+-.. 4281

Po odtrzeni jednoho vrcholu ze stromu proto musi vzniknout les, skladajici
se ze stromu vSech nizsich rada.

Celé operace probéhne velmi rychle. Jediné, co je na ni zdlouhavé je pro-
bublavani prazdného klice vzhtru; pocet kroki, ktery je k tomu tieba, je
nejvyse umérny hloubce stromu, coz je k = log, n.

Scéna: Vynechavdni z binomické haldy

Posledni operaci, kterou jesté schazi vysvétlit, je vynechavani z obecné
haldy. S prihlédnutim k uz znamym operacim je to ale jednoduché.

Strom, které obsahuje vrchol, jehoz kli¢ se ma vynechat, se vyjme z haldy
a vytvori se z ného druha halda, obsahujici jediny strom. Z této druhé haldy
se kli¢ vynecha tak, jak to bylo vysvétleno v minulé scéné. Nakonec se obé
dvé haldy znamym zptisobem slouci.

Zkuste si (tfeba i opakované) zvolit vrchol a pak krokovat vynechavani
jeho klice.






Kapitola 6

Faktorova mnoZina

V nékterych pripadech je tfeba uchovavat informaci o rozkladu jisté pevné
mnoziny M do navzajem disjunktnich tiid, které pokryvaji celou mnozinu.
Konkrétnim pripadem je Kruskaliv algoritmus pro vyhledavani minimalni
kostry grafu, ktery je uveden v ¢asti o grafovych algoritmech.

Budeme vyzadovat, aby bylo mozno provadét tii operace:

e Inicializace: nastavi datovou strukturu tak, ze popisuje rozdéleni mno-
ziny M do jednoprvkovych tiid;

e Urceni tridy: je ddn prvek mnoziny M a je tfeba uréit (jednozna¢né
danou) t¥idu, ve které tento prvek lezi;

e Slouceni trid: dvé dané ruzné tiidy rozkladu se slouci v jednu.

Datova struktura, umoznujici provadét tyto operace se obvykle nazyva
faktorovda mnozina.

Rozklad je po provedeni inicializace diskrétni, kazdy prvek mnoziny M
predstavuje jednu tfidu. Ma-li tedy mnozina M celkové n vrchold, je na za-
¢atku v rozkladu n tfid. Kazdé provedeni operace slouceni t¥id snizi pocet t¥id
o 1, takze pokud se inicializace provede pouze na zacatku pouzivani struktury,
miuze se celkové slouceni tiid provést nejvyse (n — 1)-krat. Pocet provedeni
operace urceni tiidy je ovSem zcela libovolny.

U Kruskalova algoritmu se operace urceni t¥idy pouziva tak, Ze je dana
hrana grafu s mnozinou vrcholt M a ma se urc¢it, zda jeji konce lezi ve stejné
tridé. Otazka se zodpovi tak, Ze se operace provede na oba konce hrany a
vysledky se porovnaji. Pokud lezi konce hrany v rznych tfidach, tyto tfidy
se pak slouci.

7
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Scéna: Rozklad obarvenim

V této scéné ukazeme jednu implementaci faktorové mnoziny. Kazdy prvek
je oznacen jistym udajem, oznacujicim t¥idu, a to tak, ze dva prvky maji
tyto udaje stejné pravé tehdy, kdyz patii do stejné t¥idy. Udaj mtize byt
v pocitacovém programu c¢islo, na obrazovce v této scéné pouzivame barvu,
kterou je prvek obarven.

Inicializace prifadi prvku vyhodné jeho jméno nebo identifika¢ni oznaceni.
Na obrazovce ozna¢ime prvky navzajem riznymi barvami. Uréeni tfidy prvku
se redukuje na predani idaje spojeného s prvkem.

Slouceni dvou trid se provede tak, ze se jedna tiida vybere a tidajem,
kterym jsou oznaceny vSechny jeji prvky se oznaci i prvky druhé tidy.

Inicializace pochopitelné vyzaduje provést s kazdym prvkem jednoduchou
operaci (oznaceni) a proto vyzaduje ¢as tmérny velikosti mnoziny. Jelikoz se
inicializace vétsinou provadi pouze jednou, nezpusobuje to zadny problém.

Urceni t¥idy obsahujici prvek je okamzité, zato operace slouceni t¥id mtze
byt casové naro¢nd, nebot doba k jejimu provedeni je ttmérné velikosti t¥idy,
u jejichz prvku prepisujeme oznaceni.

Pro rychlost slucovani trid je vyhodné aby tfida, jejiz oznaceni prepisu-
jeme, byla mensi z obou slucovanych t¥id (pokud jsou stejné velké, pak je
jedno, kterou pro pfepisovani vybereme). V takovém piipadé je tfeba, aby u
kazdé tfidy byl znam i pocet jejich prvkia, aby nemusel byt pokazdé pracné
urcovan. To je jednoduché zajistit, po inicializaci mé kazda tiida 1 prvek a
pfi slouceni je pocet prvki sloucené tiidy roven souc¢tu prvki vychozich ttid.

Mnozinu M si miazeme na obrazovce vytvorit ndhodné volbou Inicializace
s tim, Ze bude kazdy prvek mit jinou barvu a jeji velikost je dana ¢islem vedle
naveésti N = na ovladaci. Klepnuti na prazdné misto vytvoii novy prvek,
ktery bude pattit jako jediny do nové tridy. Klepnuti na existujici prvek tento
prvek vynecha. Je tfeba uvést, ze tyto ¢innosti nejsou standardnimi operacemi
faktorové mnoziny a slouzi pouze pro pripravu rozkladané mnoziny M, pro
jinou volbu operace nez je Inicializace pracuje mys$ jinym zpusobem.

Pii volbé Vyhledani se po dotazu klepnutim na néktery prvek levym
knoflikem po strané objevi odpovéd: barva tiidy obsahujici zvoleny prvek, coz
je soucasné i barva tohoto prvku.

Slouceni se provede pii volbé Slucovani tak, Ze se nejprve poklepne na
dva vrcholy patfici do dvou riznych t¥id. Barvy tfid se objevi po strané a
objevi se také knofliky pro prebarvovani. Knoflik Krok piebarvuje po jednom
prvku, knoflik Slou€eni piebarvi t¥idu najednou, knofliky Zpét a Zacéatek
vraci vypocet zpét po jednom prvku nebo tuplné. Prvky slu¢ovanych t¥id jsou
oznaceny bilym podkladem. Knofliky Dokonc¢i a Zrus provadénou operaci
zcela dokonéi nebo zrusi a je mozno zvolit jinou dvojici trid pro slu¢ovani.

Na ovladaci je také mozno vybrat zpusob, jak urcit, ktera ze slu¢ovanych
komponent si poneché svoji barvu. P¥i volbé Prvni je to komponenta, kterou
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uzivatel vybral prvni, pii volbé Nahodna se jedna z nich vybere ndhodné, pfi
volbé Vé&tsi si barvu ponechd vétsi z nich (pii stejné velikosti systém vybere
ndhodné) a nakonec je jako odstrasujici pfipad ddna i moZnost Mensi, kdy
si mensi komponenta ponechd barvu a vétsi se prebarvuje.

Operace vyhledavéani je nezajimava, ale doporucuji si operacemi sluc¢ovani
postupné spojit vSechny tfidy do jedné s krokovanim prebarvovani po prvcich
a alespon pro volby Nahodna a Vétsi.

Scéna: Rozklad obarvenim - nejhorsi pripad

U rozkladu obarvenim je urceni tfidy okamzité. V této scéné ale uvidime,
7e sluCovani tiid mize muze celkové vyzadovat dosti velky pocet kroki (tedy
pfebarveni jednotlivych vrcholil). Pro jednoduchost je v této scéné pocet vr-
chold, oznaceny n, roven mocniné 2.

Algovize si t¥idy pro slu¢ovani vybird sama zpusobem, ktery vede u tohoto
algoritmu na nejvétsi pocet provedenych krokti. Nejprve se vsech n jednoprv-
kovych t¥id slouéi do n/2 dvojprvkovych, pak se dvojprvkové t¥idy slouci do
n/4 ¢tyiprvkovych atd. Jelikoz vzdy slu¢ujeme t¥idy stejné velikosti, vechny
volby Prvni, Nahodna, Vé&tsi i Mensi délaji totéz a proto volba varianty
na ovladadi neni pouzita. Je ziejmé, ze fazi, v ramci kterych zpracovavame
tfidy téze velikosti, je logy n a v kazdé fazi se prebarvi presné polovina prvki.
Celkové tedy v ramci slucovani t¥id provedeme 0,5nlog, n elementarni pre-
barveni vrcholu.

Scéna: Rozklad popsany stromem

Predchozi zptsob rozkladu neni mozné prilis vylepsit. V této scéné uka-
Zeme jiny zpusob popisu rozkladu, ze kterého muzeme vytvorit velmi vyhod-
nou implementaci faktorové mnoziny.

Kazda trida rozkladu je vnitiné reprezentovana jako strom, kde kazdy
prvek tf¥idy ma ukazatel, ktery ukazuje na jeho predchidce ve stromu. Jdeme-
li podle ukazatelt dostaneme se nakonec do kofene stromu, ktery predstavuje
reprezentanta tiidy. Pro kofen v riiznych implementacich bud ukazatel neni
definovan nebo (jako zde) ukazuje sdm na sebe. Podle ukazatele lze tedy
reprezentanta tiidy snadno odlisit od jemu podfizenych prvki.

V zavislosti na volbé na ovladaci jsou ukazatele zobrazeny jednim ze tii
moznych zptsobii:

e bud jsou stale zobrazeny vsichni ukazatelé;

e nebo jsou ukazatelé skryti a pro zobrazeni ukazatele zvoleného prvku je
tfeba na prvek klepnout;

e nebo jsou ukazatelé skryti a klepnutim na prvek se zobrazi cela cesta ze
zvoleného prvku az k reprezentantu tfidy, ve které lezi.
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Inicializace namifi ukazatel kazdého prvku na sebe, coz znamena, ze je
reprezentantem sebe sama.

Dotaz na prislusnost tfidy se vyhodnoti tak, Ze se po cesté z ukazatelt
postupuje z dotazovaného prvku az do reprezentanta t¥idy. Na rozdil od pred-
barevného kolecka.

Slouceni t¥id se provede tak, ze ukazatel reprezentanta jedné t¥idy se pre-
smeéruje na reprezentanta druhé tfidy. Zménény ukazatel je do provedeni dalsi
operace barevné zvyraznén. Na rozdil od pfedchozi scény je tedy slucovani
velmi rychlé. Jestlize ovSsem zadadme tfidy urcené ke slouceni nikoli jejich re-
prezentanty, ale jejich obecnymi prvky, operace se prodlouzi o urceni repre-
zentantd trid.

P1i slouceni se prodlouzi o 1 krok cesta k reprezentantovi pro prvky ttidy,
jejiz reprezentant byl pfipojen jako podfizeny ke druhé t¥idé. Je proto vyhodné
aby pripojovana tfida méla mensi pocet prvki. Podobné jako v Gvodni scéné
rozkladu obarvenim je nékolik volitelnych moznosti, kterd komponenta se bude
pripojovat ke které.

Vyzkousejte si operace s touto implementaci faktorové tfidy; obsluha scény
je velmi podobna jako ve scéné predchozi. Navic pribyla volba zptsobu zob-
razovani ukazatelt.

Scéna: Rozklad stromem - nejhorsi pripad

Velikost mnoziny je opét mocnina 2 a piikazy ke slu¢ovani t¥id dava Al-
govize stejné jako ve scéné o nejhorsim pripadu rozkladu obarvenim. Zde ale
probéhne dvou slouceni tiid v konstantnim case, takze celkové je pocet krokiu
stravenych sluéovanim tmérny n + n/2 +n/4+---+ 1 = 2n — 1. Na konci
k-té faze, kdy t¥idy rozkladu maji 2¥ prvkd, jsou tvofeny stromy hloubky k,
ve kterych na kofen ukazuje k£ jeho naslednikl. Je zajimavé ze stromy v této
scéné vypadaji stejné jako stromy, které jsme pouzivali v pfedchozi kapitole
o binomické haldé.

Nevyhodou rozkladu stromem ale je, Ze urceni reprezentanta tiidy mtize
trvat déle. V nejhorsim piipadé v koncové tfidé s n prvky se nachéazi jeden
prvek, pro ktery je pfi urceni tfidy nutné pfejit log, n ukazateld a lze ukazat,
7e 1 stfedni délka cesty ke kofeni (reprezentantu t¥idy) je této hodnoté blizka.

Ani v této scéné postup nezavisi na varianté, kterd tiida bude pfipojovana
ke které. Lze ukazat, ze pro variantu, ve které se mensi t¥ida pripojuje k vétsi,
je priklad uvedeny v této scéné tim nejhorsim, co mize nastat.

Mohlo by se zdat, ze v pripadé, kdy se v priubéhu pouzivani datové struk-
tury provede velké mnozstvi dotazti na t¥idu (jejich pocet na rozdil od slouceni
tfid neni omezen), je rozklad obarvenim vyhodnéjsi. V nésledujici scéné ale
ukazeme, Ze tuto nevyhodu rozkladu stromem lze snadno odstranit.
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Scéna: Zkracovani cesty

V této scéné se ukaze jednoduché vylepseni zptisobu se stromem ukazatelt,
které vyrazné snizi ¢as straveny urcovanim tridy, obzvlasté pokud tato operace
se provadi velmi casto.

Jestlize se provede dotaz na prislusnost do tridy, projde se cela cesta od
dotazovaného prvku az do reprezentanta t¥idy. Jako vedlejsi vysledek ope-
race se zjisti pro vSechny prvky proslé cesty, kdo je reprezentantem tridy, do
které nalezi. Proto je vhodné po provedeni operace prepojit ukazatele vsech
téchto prvki na nalezeného reprezentanta. Pfi pfistim dotazu na prislusnost
kteréhokoli z téchto prvki se jiz dotaz zodpovi v konstantnim case precho-
dem jediného ukazatele pfimo k reprezentantovi. Jestlize se tedy po néjakou
dobu neprovadi slucovani, ale dotazy na ptislusnost, poklesne doba potiebna
na provedeni téchto operaci az na konstantni ¢as potfebny k pfechodu po
jediném ukazateli bez ohledu na velikost rozkladané mnoziny.
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Vsechny kapitoly této casti se vénuji tfidéni posloupnosti ¢isel. V prvnich
¢tyTech kapitolach je nasim cilem je setfidit posloupnost Cisel aq,...,a,, to
znamend pozménit jejich poradi tak, ze vznikla posloupnost je bud neklesajici
nebo nerostouci. Elementarnimi operacemi, které pritom pouzivame, je porov-
nani dvou ¢isel podle velikosti a prohozeni dvou ¢isel, které budeme provadét
na ruzné dvojice tak dlouho, dokud neni posloupnost setfidéna. Zajimat nas
bude predevsim, kolik elementarnich porovnani a prohozeni je pro setiidéni
potfeba provést.

Druh c¢isel, které tvori posloupnost nebude dilezity; algoritmtm zde uve-
denym staci, aby bylo o dvou vybranych ¢islech mozno rozhodnout, které z
nich je vétsi (a nebo ze jsou si rovna). Cisla tedy mohou byt celd ¢isla, re-
alna cisla (typy float, double, a pod. ), ale ne komplexni ¢isla, protoze pro ty
usporadani neni definovano.

V appletech prvnich ¢tyr kapitol budou ¢isla obvykle reprezentovana gra-
ficky jako svislé sloupecky jisté vysky, kterd je timérna velikosti ¢isla, stojici
na vodorovné zékladné (s ¢asteénou vyjimkou pro bubblesort, kde je mozno je
zobrazovat také jako vodorovné sloupce opfené zleva o svislou zakladni linii).
Applety budou pouzivat pouze nezaporna ¢isla, aby sloupce nelezely pod za-
kladnou, coz je ale nepodstatné omezeni, vzhledem k tomu, Ze nas nezajimaji
absolutni hodnoty ¢isel, ale jen jejich vzajemné vztahy.

Ve vsech pripadech bude mozné nastavit délku tiidéné posloupnosti po-
uzitim pole vedle N= na ovladaci a nova ndhodna vstupni posloupnost se
muze vytvorit knoflikem Nova posloupnost. Hodnota libovolného ¢isla v
posloupnosti se d4 zménit tazenim horni ¢asti odpovidajiciho sloupce nahoru
¢i doli (tato moznost je ale jen pred zapocetim vypoctu a je blokovana béhem
jeho krokovani nebo animace).

V predposledni kapitole se budeme zabyvat slabsi tlohou nez setfidéni: ur-
¢eni k-tého nejvétsiho prvku (¢imz se mini prvek, ktery se v posloupnosti ob-
jevi na k-tém misté po jejim setfidéni). Nejcastéji se setkdvame s jeji specidlni
formou - uréeni medianu. Medidnem se rozumi |n/2 |-ty prvek posloupnosti.
Pochopitelné je mozné tlohu vytesit setfidénim posloupnosti a odpocitanim
k-tého prvki, ale zde ukazeme postupy, které k cili vedou podstatné rychleji.

Posledni kapitola se také zabyva tfidénim pomoci porovnavani a proha-
zovani prvkia tfidéné posloupnosti, ale pouzivame jiny model: tfidici obvod.
Tento model zahrnuje paralelismus: porovnani a zaména disjunktnich dvojic
muze byt provadéna soucasné v ruznych mistech obvodu, coz velmi zkrati
dobu pro setfidéni.






Kapitola 7

Mergesort

Mergesort je jednim z nejstarsich, ale také nejrychlejsich tiidicich algoritmii,
navrhl jej John von Neumann v roce 1945. Jeho nevyhodou ve srovnéani s
ostatnimi zde popisovanymi algoritmy je predevsim potieba velkého mnozstvi
pomocné paméti.

Scéna: Slucovdni

Podstata Mergesortu je prosta. Ttidéna posloupnost aq, ..., a, se rozdéli
na dvé priblizné stejné c¢asti, napfiklad na aj,...,am & aGpmi1,-..,a,, kde
m = |n/2] a pak se setfidéné posloupnosti slou¢i.

Slouceni dvou setfidénych posloupnosti se provadi tak, ze se opakované
odebira ten z prvnich prvka obou posloupnosti, ktery je mensi, dokud se jedna
posloupnost nevyprazdni. Zbytek druhé posloupnosti se pak ptrida na konec
slu¢ované posloupnosti (najednou nebo po prvcich dle varianty algoritmu).

Tato scéna ukazuje po krocich nebo v plynulé animaci slouceni dvou set¥i-
dénych posloupnosti. Slucovani je tak jednoduchou a prirozenou operaci, ze
jisté neni tfeba ji podrobnéji objasnovat.

Knoflikem Nové posloupnosti je mozno vytvorit nové vstupni posloup-
nosti a zkusit si slucovani znovu, lze nastavit i délky slu¢ovanych posloupnosti,
které nemusi byt stejné.

Scéna: Iterativni Mergesort

Na tridici algoritmus Mergesort je mozno se divat tak, Ze nejprve se na
posloupnost divame jako na n setfidénych jednoclennych posloupnosti. Pak
jednoprvkové posloupnosti sparujeme a kazdy par slou¢ime do jedné sloucené
posloupnosti dvojnasobné délky. Slouc¢ime tedy prvni prvek s druhym, tieti
s ¢tvrtym atd. Kdyz je posloupnost tvorena setfidénymi dvojclennymi po-
sloupnostmi, opét je sparujeme a slucujeme do setfidénych ¢tveric, ctvefice
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sparujeme a slucujeme do setfidénich osmic atd. az nakonec dostaneme se-
tridénou posloupnost. V této scéné je délka posloupnosti mocninou dvojky,
takze ji lze stale perfektné pulit.

Obrazovka ukazuje systém ramecka, do kterych se slu¢ované posloupnosti
prepisuji. Do prazdného ramecku se slouc¢i posloupnosti z ramecki bezpro-
stfedné pod nim. Konkrétni implementace Mergesortu bude vypadat trochu
jinak, ale graficka struktura pouZzita v této scéné ukazuje pékné logické schéma
algoritmu.

Poradi slucovani je v zasadé lhostejné: jakmile jsou dva ramecky, umisténé
pod spoleénym nadiazenym rameckem, obsazeny setfidénymi posloupnostmi,
lze zacit je slucovat. Zkuste si vypocet pro rizné moznosti volby na ovla-
daci, které odpovidaji riznym implementacim. Je také mozno provadét dveé
slucovani do dvou ruznych ramecka soucasné, pokud by k dispozici bylo pa-
ralelni vypocetni zafizeni, které to umoznuje. Na ovladaci 1ze volit i nékolik
zékladnich paralelnich postupi slu¢ovani. Doporucuji si je vSechny vyzkou-
Set. Uvidite ale, ze na konkrétni volbé prilis nezélezi a je dana spise osobnimi
preferencemi programatora.

Scéna: Rekurzivni Mergesort

Zatimco v predchozi scéné bylo slucovani planovano zdola nahoru, nyni
bude planovano shora dolt. Tento zptisob je vhodny, pokud jsou k dispozici
rekurzivni procedury, pomoci nichz pak lze algoritmus naprogramovat velmi
snadno. Jak ale uvidite, provadéna porovnavani prvku a jejich presuny budou
obdobné jako pfi iterativnim planovani vypocetniho procesu.

Na zacatku vypoctu se horni ramecek ¢ervené zvyrazni a objevi se v ném
otaznik. Oznacuje to, ze ikolem je vytvorit setfidénou posloupnost zahrnujici
vsechny prvky.

Algoritmus pracuje tak, ze dokud neni posloupnost setfidéna, coz bude
dokud je na obrazku alespon jeden ramecek s otaznikem, pak pro néktery
ramecek R s otaznikem, ktery mé bezprostfedné pod sebou alespon jeden
ramecek bez otazniku, se provede jedna z nasledujicich ¢innosti:

e je-li bezprostiedné pod rdmeckem R jeden nebo oba prazdné ramecky,
pak se do jednoho z téchto prazdnych ramecki umisti otaznik (pozddame
program, aby do ného dostal setfidénou posloupnost);

e jsou-li v obou rameccich bezprostfedné pod rameckem R jiz setfidéné
posloupnosti, pak se tyto posloupnosti slou¢i do ramecku R;

Poznamenavam, ze jsou-li pod rdmeckem R ma sitku dva jednoprvkové ra-
mecky, pak jelikoz jednoprvkova posloupnost je setfidéna, postupuje se podle
posledniho bodu.

Provadéni rekurzivniho schématu je mozno na ovladaci upresnit tak, ze po-
kud oba ramecky pod nejnizsim rameckem R s otaznikem jsou zatim prazdné,
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pak se otaznik da nejprve do levého, pravého, respektive ndhodné vybraného
z nich. Implementovana je také moznost paralelniho vypoctu, kdy se oba pod-
fizené ramecky zpracovavaji soucasne.

Scéna: Posloupnost obecné délky

Pokud délka posloupnosti neni mocnina 2, pak alespon nékteré z rameck
neni mozno rozdélit na dva podfizené ramecky stejné sitky. To vede k tomu,
7e proces déleni rameck na ptiblizné poloviny se nékdy zastavi diive (v mensi
hloubce) a jindy pozdéji (ve vétsi hloubce). Pro dosazeni uniformnosti sché-
matu i procesu zde byly do struktury ramecka zafazeny i do druhé vrstvy
odspodu ramecky sitky 1 (maji ¢ervenofialovou barvu) a do nich se z (jedi-
ného) ramecku pod nim neslucuje, ale pouze presouva jediny prvek. Nejvétsi
pocet téchto formélné pridanych cervenofialovych ramecku je pokud je n ve
tvaru 1 + 2% kde k je pfirozené &islo; pak jich je n — 2 (v nejnizsi vrstvé
se pouze slou¢i dva prvky a zbyvajicich 2¥ — 1 prvki se pfenasi - zkuste si
napiiklad n = 33).

Zkousejte si rizné délky tridéné posloupnosti a sledujte mozné tvary struk-
tury rameckt. Algoritmicky tato scéna nepi¥inasi nic nového.

Poznamenavam, Ze sice je nejvyhodnéjsi pro rychlost vypoctu délit rame-
¢ek na dva, jejichz Sitka se rovna nebo lisi o 1, ale méné vyvazené déleni,
pokud by zarucovalo, ze Sitky ramecki vzniklych rozdélenim se nebudou pri-
lis lisit, je také pouzitelné a dava i dobrou rychlost t¥idéni. V této knize vSak
neoptimalni déleni rameckt rozebirat nebudeme.

Scéna: Prekryti

Struktura ramecku, pouzitd v predchozich scénéch sice dava jasny pohled
na logickou strukturu algoritmu, ale pro praktické pouziti by byla velkym
plytvanim paméti.

Rozpomenite se na predchozi scény nebo se k nim vrafte. Pro libovolnou
svislou primku plati, Ze protind nejvyse dva neprazdné ramecky. Pokud jsou
takové ramecky dva, pak jesté navic lezi v sousednich fadcich, tedy jeden v
lichém radku a jeden v sudém radku.

Vychazejice z toho, pouzivame v této scéné jen dva fadky rdmeckt a do
jednoho (s pfekrytim) vlozime liché fddky struktury z pfedchozich scén a do
druhého sudé radky. Opravdu vsak nakreslime jen ty ramecky, které nejsou
prazdné, tedy obsahuji alespon jeden prvek tfidéné posloupnosti a proto se v
prekrytém nakresleni struktury neprekryvaji.

Pro nasi prekrytou strukturu tedy plati, Ze neprazdné ramecky se tedy
nikdy neprekryvaji. Zkuste si vypocet v libovolné z vysSe popsanych variant
a pro libovolnou délku posloupnosti znovu a sledujte, jak se v predchozich
scénach popsané postupy projevuji v prekryté strukture.



90 KAPITOLA 7. MERGESORT

Pokud vam to pomtze, mizete v libovolném okamziku vypnout volbu
Prekryti a struktura rdmecki se znovu objevi v rozvinuté podobé.

Prekryvany zptsob je paméfové vyhodnd implementace Mergesortu. Jsou
sice mozna jesté dalsi drobna vylepSeni, ale ty jiz neni Gcelné zde ukazovat.

V zévislosti na délce posloupnosti nékdy skon¢i setfidéna posloupnost ve
stejném tadku prekryté struktury jako byla na zacatku ulozena vychozi po-
sloupnost a jindy v druhém z nich (zdlezi to na tom, zda parita horniho
a dolniho ¥addku ve struktufe podle pfedchozich scén je stejnd nebo odlisnd).
Pokud je to pozadovano, pak v druhém pripadé se postup muze doplnit preko-
pirovanim setfidéné posloupnosti do vychozi oblasti. Tato tiprava znézornéna
neni.



Kapitola 8

Quicksort

Quicksort je zptsob tfidéni, ktery byl navrhl v roce 1962 C. A. R. Hoare. Je-li
pouzit v jednoduché podobé, je sice mozno nalézt posloupnosti, které tridi
podstatné pomaleji nez napriklad mergesort nebo heapsort, ale své jméno
si zaslouzi, protoze pti t¥idéni posloupnosti “ze zivota” patfi mezi absolutni
$picku a podle nékterych autort je dokonce viibec nejrychlejsi ze zakladnich
algoritmt pro t¥idéni. Nékteré jeho varianty pak odstranuji nevyhodu moz-
nosti pomalého vypoctu pro nékteré vstupy.

Scéna: Myslenka quicksortu

V této scéné bude graficky ilustrovana myslenka, na které je zalozen, popis
vhodny pro implementaci bude ukazan v nasledujici scéné.

Cisla, ktera je tieba setfidit, jsou zndzornéna sloupecky, jejichz vyska od-
povida velikosti ¢isla. Klepnéte na knoflik Krok. Algoritmus zvoli ¢islo, které
se nazyva pivot. Jeho velikost je dana vyskou cerveného trojihelnika, ktery
se objevi na levé strané ramecku, ve kterém jsou nakresleny sloupce pro se-
tridéni. Pivota nelze volit zcela libovolné, volba bude podrobnéji rozebrana
dale.

Po nésledujicim klepnuti na knoflik Krok se v ramecku zleva doprava
nakresli vodorovna cervend cara, lezi ve vysce odpovidajici pivotu. Nékteré
sloupecky cervena c¢ara propichne a ty ztmavnou; sloupecky nizsi nez je hod-
nota pivota barvu neméni. Za “napichnuté” se povazuji i sloupce, kterych se
Cervena Cara jen dotkne.

Dalsi krok (knoflik Krok) pivotovou ¢aru zvedne nahoru. Spolu s ni se
vyzvednou nahoru “napichnuté” tmavsi sloupecky, které odpovidaji hodnotam
vétsim nebo rovnym pivotu. “Nenapichnuté” svétlejsi sloupecky se nepohnou.

V dalsim kroku se napichnuté tmavé sloupecky, visici ve vysce, shrnou
doprava a nenapichnuté svétlé sloupecky, lezici na zdkladové ¢are, se shrnou
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doleva. Nasleduje krok, ve kterém se tmavé sloupce spusti dolt na zakladovou
¢aru a obnovi se jejich puvodni barva.

Vysledkem je, ze se sloupecky nizsi nez pivot shroméazdi nalevo a sloupecky
vétsi nebo rovné pivotu se shroméazdi napravo. V této scéné jsou sloupecky v
kazdé z obou skupin v pivodnim poradi, ale toto neni pro ¢innost algoritmu
nutné a nékteré dalsi implementace poradi ve skupinich prohézi.

V dalsim kroku se puvodni ramecek, objimajici vSechny sloupecky, nahradi
dvéma ramecky, levy pro nenapichnuté sloupecky a pravy pro sloupecky, které
byly napichnuty.

Je ziejmé, ze libovolny sloupec v levém ramecku je mensi nez libovolny
sloupec v pravém ramecku. Abychom tento fakt zduraznili, jsou ramecky
stejné vysoké, jako nejvyssi sloupec, ktery v nich je obsazen; navic je spodni
cast pozadi ramecku tmavsi az do vysky nejnizsiho sloupce v ramecku. Vi-
dite, ze opravdu vyska levého ramecku je mensi nez vyska spodni tmavé casti
v pravém ramecku.

Nyni staci usporadat nejprve levy ramecek a pak pravy ramecek a nechat
je tak jak jsou polozeny vedle sebe a posloupnost bude settidéna. Pochopi-
telné také lze setfidit nejprve pravy ramecek a pak levy a nebo, pokud lze
vypocty provadét paralelné, je mozné je setiidit najednou. Udélame to opa-
kovanim stejného postupu: pro setfidéni ramecku si zvolime nového pivota,
podle néj sloupecky z ramecku rozdélime do mensi skupiny vlevo a vétsi sku-
piny vpravo, které zase t¥idime stejnym postupem, atd. Klepanim na knoflik
Krok si projdéte cely vypocet.

Pokud ovsem v ramecku maji vSechny sloupecky stejnou vysku, specialné
pokud je v ném jediny sloupecek, pak ovsem je ramecek setfidény a zadnou
¢innost (volba pivota, separace sloupeckil) v ném neprovadime.

Pfi vypoctu je vzdy jeden ramecek zpracovavan a fada dalsich na zpraco-
vani ¢ekd, nebo jiz zpracovdna (vSechny sloupecky v rdmecku stejné vysoké).
Zpracovavany ramecek je barevny, ramecky ¢ekajici na zpracovani jsou Sedivé.
Réamecek s konstantni (napf. jednoprvkovou) posloupnosti uz nekreslime jako
ramecek, pouze se vykresli sloupecky v ném obsazené tmavé zelenou barvou.

Nyni se vratime k volbé pivota: aby se postup nezacyklil, je tfeba, abychom
pfi separaci sloupeckt v ramecku dostali dvé neprazdné skupiny. Tim bude
déno, ze obé skupiny budou mensi nez puvodni mnozina sloupeckt ramecku.
Je tedy tfeba pivota volit tak, aby byl vétsi nez nejmensi prvek v ramecku
(tedy leva skupina bude neprazdnd), ale mensi nebo roven nejvétsimu prvku
v ramecku (pak bude i prava skupina neprazdnd). Jelikoz volbu pivota prové-
dime jen v ptipadé, Ze posloupnost v rdmecku neni konstantni (jeji minimum
je ostfe mensi nez maximum), je takova volba vzdy moZné, napiiklad jako
maximum prvku.

V implementaci na obrazovce jsou vysky sloupecku cela ¢isla, proto je
pivot volen jako celé ¢islo z intervalu [min + 1, max], kde min a maz jsou
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vysky nejnizsiho, respektive nejvyssiho sloupecku. Jelikoz ho volime pokud
min < max, je tento interval neprazdny; v této scéné je volen ndhodné se
stejnou pravdépodobnosti mezi vsemi celymi ¢isly v tomto rozmezi. Urcéeni
minima a maxima v pocatecnim ramecku se provede napiiklad postupnym
probranim vsech sloupecki v ramecku (tato ¢innost neni vizualizovdna), pro
dalsi ramecky se minima a maxima mohou urcit soucasné s porovnavanim
pivota s prvky vétsiho ramecku, ze kterého rozstépenim vznikly.

Scéna: Implementace vyménami

V této scéné ukadzeme, jak se separace sloupeckti uvnitf ramecku provadi
velmi vyhodnym zptsobem. Volba pivota se opét provadi ndhodné v rozmezi
uvedeném v predchozi scéné, ale “napichovani” sloupeckti neni animovano, pi-
votova ¢ervend Cara se nakresli okamzité celd a vyssi sloupecky také ztmavnou
mzikové.

Je-li pivot zvolen, nastavi se v rdmecku dva ukazatele sloupecki. Jeden,
znazornény modrym trojihelnikem pod zakladovou ¢arou, je na zacatku na-
staven na levy sloupecek ramecku, druhy, zeleny, za¢ina pod pravym sloupec-
kem réamecku. Leva skupina sloupeckt niZzsich nez pivot se bude shromazdovat
vlevo od modrého ukazatele, prava skupina sloupecki vysokych alespon jako
pivot se bude objevovat napravo od zeleného ukazatele.

V prvni fazi se modrym ukazatelem pohybuje vpravo tak dlouho, dokud
nenarazi na napichnuty tmavsi sloupec, ktery predstavuje hodnotu vétsi nebo
rovnou pivotu, tedy na hodnotu, kterd nepatii do levé skupiny. Muze se stat,
ze se ukazatel vibec nepohne, pokud na takovou hodnotu ukazoval jiz na
zacatku.

V druhé fazi se zase zeleny ukazatel pohybuje vlevo tak dlouho, dokud
nenarazi na nenapichnutou svétlejsi hodnotu, mensi nez pivot.

Po skonceni obou fazi se sloupce, na které ukazuji ukazatele, prohodi. Tim
se k obéma ukazatelim dostanou hodnoty, které patti do jejich skupin a jejich
postup muze pokracovat.

Po zdméné sloupcu se opakuje znovu prvni a druhé faze a prohozeni a to
tak dlouho, dokud si modry a zeleny ukazatel neprohodi mista; modry bude
o jednu polohu vpravo od zeleného. Pak se jiz prohozeni neprovede a sloupce
jsou spravné separovany.

Tento zpusob separace sice nezachovava poradi v napichnuté a v nena-
pichnuté skupiné, to vsak nevadi, jak jiz bylo uvedeno v minulé scéné.

Velikou vyhodou celého postupu je, ze nepotiebuje prakticky zadnou po-
mocnou pamét, pouze dva ukazatele a piipadné jedno pomocné misto na
prohozeni sloupeck.
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Scéna: Volba pivota

Ukazuje se, ze rychlost quicksortu je velmi silné zavisla na zpusobu, jak je
volen pivot. Tato scéna opakuje scénu predchozi, ale uzivatel muze volit mezi
nékolika velmi odlisnymi zptisoby volby pivota a sledovat, jak se projevuji na
rychlosti vypoctu.

Pro porovnani voleb Algovize v pravém hornim rohu obrazovky ukazuje
pocet porovnani a pocet prohozeni ¢isel, které algoritmus provedl. Zkuste si
pro tutéz vstupni posloupnost porovnat tyto pocty pro jednotlivé varianty.
Nahodnou volbu zkuste opakované, protoze v tomto ptripadé mize pokazdé
pocet operaci vyjit jinak, i kdyz je vstup stejny, protoze priubéh vypoctu zavisi
na nahodé.

Pii volbé Nejlepsi je pivot volen tak, aby si byly skupiny vzniklé separaci
sloupcti v ramecku velikostné co nejpodobnéjsi - stejné velké, pokud je sloupcti
sudy pocet a lisici se o jeden prvek, je-li sloupct lichy pocet. Uvidite, ze
algoritmus postupuje velmi rychle, protoze je to nejlepsi mozna strategie. Ma
jedinou nevyhodu: urceni pivota s uvedenou vlastnosti by si vyzadala dosti
slozity vypocet, ktery by celkovou dobu tfidéni zna¢né prodlouzil. V nasi
animaci to neni poznat, protoze volba pivota neni animovana ani zapocitavana
do poctu operaci, ale ve skute¢nosti ma postup s optimalnimi volbami pivota
jen teoreticky vyznam.

Pii volbé Nejhorsi je volba pivota zamérné provadéna zpusobem, ktery
je co nejméné vyhodny. Je volen tak, aby velikost skupin, na které je dany
ramecek separovan, byla co nejvice nevyvazena. Dosahneme toho tak, Ze jako
pivota volime bud vy$ku maximalniho prvku v rdmecku, nebo naopak mini-
mum +1. Algoritmus v této scéné vybird z uvedenych dvou moznosti tu horsi
(tedy mensi velikost mensi skupiny). Pokud je posloupnost prosté (neobsahuje
dvé stejnd ¢isla), pak jedna ze skupin bude obsahovat jediny sloupeéek, druhd
vSechny ostatni.

Zkuste si vypocet a poznate, Ze opravdu trva citelné déle nez pro nejlepsi
volbu pivota.

Pii volbé Pramérovy se pivot voli jako [(min + max)/2]. Pokud jsou
prvky mezi minimem a maximem rozlozeny rovnomeérné, lze ocekavat kvalitni
volbu pivota prinasejici podobné veliké rozdélené skupiny, ale je snadné vy-
myslet priklad, kdy budou skupiny rozdéleny velmi Spatné. Pro rtizné vstupy
si zkuste tento zptisob porovnat s ostatnimi. Da se ukazat, ze pro ndhodné
posloupnosti se metoda chova dobfe, mize mit ale potiz s nékterymi zadmérné
sestrojenymi vstupy.

Pii volbé Prostredni se jako pivot voli hodnota prvku, ktery se nachéazi
v poloviné posloupnosti. V praxi mivaji ¢asto posloupnosti jiz ¢astecné mo-
noténni charakter a pak je tato volba dosti podobna volbé primérové. Pro
nahodné posloupnosti se také chova dosti podobné jako ndhodné volba uve-
dena v néasledujicim odstavci. Neni ale tézké vymyslet jako schvalnost posloup-
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nost, pro kterou tato volba dosdhne nejhorsiho mozného poc¢tu porovnani a
prohozeni.

Pii volbé Ndhodny se pivot voli ndhodné v rozmezi [min + 1, max]. D4
se ukazat, ze v takovém pripadé algoritmus pracuje s velmi velkou pravde-
podobnosti velmi rychle, provede jen o malo porovnani a prohozeni ¢isel vice
nez v pripadé optimalni volby, ale urceni pivota je rychlé a nedochézi k ne-
tumeérnému prodlouzeni doby vypoctu jako pii prvni volbé. Porovnejte pocet
operaci s nejlepsi (ale zdlouhavou) volbou pivota. Quicksort s ndhodnou vol-
bou pivota je jednou z nejlepsich metod tfidéni pro praktické potreby.

Scéna: Poradi zpracovdni ramecki

V této scéné je tridéni quicksortem zopakovano jesté jednou. V okamziku,
kdy je skonceno zpracovani jednoho ramecku se dalsi z ¢ekajicich ramecku vy-
bere pro zpracovani ndhodné a ne jako nejlevéjsi c¢ekajici ramecek, jak tomu
bylo v pfedchozich scénach. Uvidite, ze tato liboviile neméa zadny vliv na sprav-
nost vypoc¢tu ani na vypocetni dobu. Programéator proto mize volit poradi
zpracovani ramecki podle potieby tak, jak je pro ného nejvyhodné;jsi.

Scéna: Paralelni vypocet

Pokud by byl pro vypocet k dispozici paralelni pocitac¢, t¥idéni by mohlo
probihat velmi rychle. Po separaci ramecku do dvou skupin by se skupiny
mohly tfidit soucasné riiznymi procesory nebo skupinami procesortii. Paralelni
implementace je ukdzana v této scéné. V ovladaci je pfitom mozno nastavit
nékterou z vyse uvedenych zpusobiui volby pivota: nejlepsi, nejhorsi, prumeéro-
vou, prostiedni a ndhodnou.

Scéna: Quicksort

Posledni scéna nic nového neptinasi, ale je mozno si s algoritmem pohrat a
zvolit libovolné moznosti uvedené vyse. Separaci prvka v ramecku lze provadét
s “propichovanim” nebo s vyménami. Pivota Ize volit stejné jako bylo uvedeno
vyse. Ramecek pro zpracovani mtize byt volen jako nejlevéjsi, nejpravejsi nebo
nahodny. Zména nastaveni pochopitelné resetuje vypocet a obnovi ptvodni
posloupnost. Je téz mozno pozadat o zadani nové posloupnosti stejné nebo
zménéné délky. Pro vzajemné porovnani variant se v rohu obrazovky ukazuje
pocet porovnani ¢isel, provedenych béhem vypoctu.






Kapitola 9

Heapsort

Tato kapitola tizce navazuje na kapitolu o haldé v ¢asti o datovych struktu-
rach. Pokud jste si tuto kapitolu jesté neprostudovali, uc¢inte tak nyni a pak
se teprve vrafte sem.

Heapsort je algoritmus, ktery popsal J. W. J. Williams v roce 1964. Patfi
mezi nejrychlejsi tiidici algoritmy s minimélnimi naroky na pomocnou pamét,
i kdyz pro praktické ucely nebyva pouzivan tak casto jako Mergesort nebo
Quicksort.

Scéna: Heapsort v haldé

Podstata heapsortu jiz byla zminéna v kapitole o haldé. Do ptvodné
prazdné haldy se nejprve operaci vkladani vlozi v libovolném poradi prvky
tFidéné posloupnosti a pak se z ni odebiraji v setfidéném poradi (od nejmen-
sich k nejvétsim) operaci vyjimani minima.

V této scéné je halda zobrazena ve své obvyklé stromové reprezentaci a
je mozno ji krokovat detailné i po jednotlivych volanich operaci pridani a
vyjmuti a animovat se zastavenim po ukonceni jednotlivé operace nebo az po
ukonceni vypoctu.

Pri pfidavani se prvky odebiraji z pole pod haldou a po naplnéni haldy jsou
zase do tohoto pole z haldy odebirany. Z duvodi, které uvidite v nasledujicich
scénach, budou do pole pridavany zprava doleva, takze budete-li vyslednou
posloupnost prohlizet zleva doprava, bude klesajici (nebo - pokud se néktera
¢isla v posloupnosti vyskytuji opakované - bude nerostouci).

Je mozné si vyzadat, aby hodnoty v poli byly znazorfiovany i graficky
sloupecky nad prislusnymi misty v poli.

Scéna: Heapsort ve zkosené haldé

V této scéné jsou prvky z pole do haldy odebirany zleva doprava a podobné
jako v predchozi scéné jsou pridavany zprava doleva. Prvky, které jsou v poli
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a nikoli v haldé jsou stale v souvislé oblasti, ktera se dotyka pravého okraje
pole.

Halda je zobrazena tak, jak byla ukizana v kapitole Halda ve scéné Cis-
lovani vrcholu haldy pfi volbé Halda a pole. Halda je zkosena a prazdna
mista v poli koresponduji vzajemné jednoznac¢né s vrcholy haldy. Jinak ale
vse probiha stejné jako v predchozi scéné.

Scéna: Heapsort v poli

Scéna je opakovanim predchozi, ale prvky tfidéné posloupnosti, které byly
pridany do haldy, jsou zobrazeny nejen ¢islem v nékterém vrcholu haldy, ale
také ¢islem a volitelné i sloupeckem v tom misté pole, které je pod vrcholem,
ve kterém se prvek nachazi. Prvky tridéné posloupnosti, které se nachazeji v
haldé (a soucasné i v poli), jsou zndzornény zelenymi sloupecky, kdezto prvky,
které jsou jen v poli, ale mimo haldu, jsou modré. Prohazovani ¢isel ulozenych
v haldé je animovano nejen v haldé samotné, ale i v poli pod ni.

A7 vam ¢innost Heapsortu bude jasna, zatrhnéte Samotné pole a zkuste
vypocet znovu. Halda se uz jako strom nebude zobrazovat, ztistanou jen prvky
v poli, které se mezi sebou prohazuji. OdliSeni prvkt o nichz vime, Ze jsou v
haldé, je na obrazovce provedeno barvou, v programu si budeme vést promén-
nou, ktera ika kolik je v haldé aktualné prvki, neboli kam az halda dosahuje.

Povsimnéte si, ze pfidani prvku do haldy (nez za¢ne probublavani) se na
prvcich pole nikterak neprojevi, ztistavaji ve svych polohach a pouze se zvétsi
oblast pole, kterd piedstavuje haldu (tedy v appletu jeden sloupecek zezelena
a v programu se inkrementuje pocitadlo po¢tu vrchola haldy).

Vyjmuti minimélniho klice z haldy, presunuti prvku z konce haldy do ko-
fene a vynechani vrcholu na konci haldy, coz je tivodni krok vynechavani
minima, se zase provede tak, Ze se prohodi prvky na levém konci haldy (mini-
mum) a na pravém konci haldy a pak se hranice haldy posune o jednu pozici
doleva. To znamené, Ze misto, kam bylo pfesunuto minimum, se octne mimo
haldu.

Je-li zatrzeno Samotné pole, pak jiz scéna ukazuje Heapsort presné tak,
jak byva obvykle programovan, aniz by byla viditelné zobrazena halda, ktera
predstavuje logické schéma algoritmu.



Kapitola 10

Bubblesort

Bubblesort neboli bublinkové t¥idéni je jednoduché a oblibend metoda t¥idéni,
ktera ale obvykle zdaleka nedosahuje vypocetni rychlosti algoritmii, které byly
uvedeny v predchozich kapitolach.

Bubblesort by mél byt pouzivan pouze ve dvou pripadech: jestlize je tii-
déna posloupnost opravdu velmi kratka a nebo je dlouhd, ale blizka setfidéné
posloupnosti.

Jestlize napriklad je na zcela setfidénou posloupnost aplikovan Mergesort,
vypocet bude jen o malo rychlejsi nez kdyz je tfidéna zcela chaoticka posloup-
nost. Mergesort postupuje systematicky a nediva se prilis, s jakymi ¢isly pra-
cuje. Naopak Bubblesort, aplikovan na setfidénou posloupnost, pouze zkon-
troluje, ze neni co tfidit a skonc¢i a pokud je posloupnost skoro settidéna a
ma vyrazné monoténni charakter, pak provede pouze malé mnozstvi zamén a
velmi brzo skon¢i. Chaotickou posloupnost ale zpracovava daleko déle nez al-
goritmy z predchozich scén a vypocetni doba pro zpracovani opacné setfidéné
posloupnosti je zoufala.

Scéna: Uvod

Na rozdil od predchozich kapitol je zdkladni zobrazeni t¥idéné posloupnosti
takové, ze posloupnost je nakreslena shora dolt a jeji prvky jsou znazornény
jako vodorovné sloupecky, nalevo se opirajici o svislou zakladovou primku.

Bubblesort t¥idi posloupnost obsahujici n ¢isel v n fazich. V k-té fazi se
predpoklada, ze prvnich k — 1 prvkia posloupnosti je jiz setiidéno a do této
posloupnosti pridame k-ty prvek a to na misto, na které patii.

Stav vypoctu je znazornén barevné. V k-té fazi je k — 1 setfidénych prvki
v horni ¢asti posloupnosti zbarveno zluté, zpracovavany k-ty prvek cervené a
zbyvajici prvky, se kterymi algoritmus jesté nepracoval, jsou modré.

Faze se provadi tak, ze se Cerveny aktivni prvek necha “vybublat” do
pozice, do které patii svou velikosti. Tento pohled na vypocet vedl jak k nazvu
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Bubblesort (v prekladu bublinkové t¥idéni), tak k tomu, Ze je posloupnost je
znézorniovana svisle (protoze bubldni je pfece pohyb smérem vzhuru).
je prohazovéan s prvkem bezprostfedné nad nim, dokud se nedostane bud zcela
nahoru a nebo bezprostfedné pod prvek s mensi hodnotou.

Vypnuti volby Svisle zptisobi, ze posloupnost je znazornovana zleva do-
prava, tedy obdobné jako v predchozich kapitolach; pribéh vypoctu je ale
zcela stejny, jen prvky “bublaji” doleva.

Scéna: Nejlepsi pripad

Tato scéna se od predchozi odlisuje pouze tim, jak je volena vstupni po-
sloupnost. Pfi zatrzené moznosti Nejlepsi je sestrojena tak, Ze je monoténni
(zptisobem ktery je pozadovan, tedy rostouci, resp. neklesajici smérem shora
doltt nebo zleva doprava). Pokud je tato volba vypnuta, je posloupnost po-
dobné, ale obsahuje nékolik chybné zafazenych prvki.

Projdéte si vypocet a zjistite, ze je v tomto pripadé velmi rychly.

V této a nasledujiciho scénach Algovize pocita poc¢et porovnani a prohozeni
a zobrazuje jej v hornim pravém rohu okna spolu s ¢isly n a n? /2 pro porovnani
(n je pocet prvka posloupnosti a n?/2 je pak pocet neusporadanych dvojic
prvki, které by mohly byt porovnavany).

Zde vidime, Ze pocet porovnani je roven nebo blizky ¢islu n a pocet pro-
hozeni roven nebo blizky 0.

Scéna: Nejhorsi pripad

V této scéné je prace algoritmu ilustrovana stejné jako v predchozich dvou,
ale pii zatrzené moznosti Nejhorsi je sestrojena tak, Ze je setfidéna presné
opacné, nez je pozadovano, tedy klesajici, resp. nerostouci smérem shora dolt
nebo zleva doprava). Pokud je tato volba vypnuta, je posloupnost podobn4,
ale obsahuje nékolik prvkt, které tomuto pravidlu nevyhovuji.

Projdéte si vypocet a zjistite, Zze je v tomto pfipadé tak pomaly, jak jen
muze algoritmus pro tfidéni byt - v zavislosti na volbé je kazdy nebo skoro
kazdy prvek porovnan a prohozen s kazdym jinym. Pocitadlo operaci ukazuje
¢isla blizka n?/2.

Pro takto sestrojené posloupnosti je Bubblesort vyrazné pomalejsi nez al-
goritmy z pfedchazejicich t¥1 kapitol a i nez vétsina dalsich bézné pouzivanych
metod.

Scéna: Primérny pripad
V této scéné je algoritmus aplikovan na ndhodnou posloupnost, jak tomu
jiz bylo v prvni scéné. Nyni se soustfedte na pocet provedenych operaci.
Projdéte si vypocet a zjistite, Ze i v tomto pfripadé bublaji prvky velmi
dlouho. Podivame-li se na to, pfes kolik tirovni prvek bublal, jsou vSechny
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hodnoty od 0 az po vzdalenost k hornimu prvku posloupnosti zhruba stejné
casté, takze v pruméru je pocet prebublanych trovni asi polovina nejhorsi
mozné hodnoty.

Pro takto sestrojené posloupnosti je tedy Bubblesort vyrazné pomalejsi
nez algoritmy z predchézejicich tii kapitol a i nez vétsina dalsich bézné pou-
Zivanych metod. Lze ukédzat, Ze (jak bylo naznaceno) pro ndhodnou posloup-
nost je pocet operaci obvykle blizky poloviné nejhorsiho mozného poétu n? /2.
Ovéfte si, zda tomu tak je.

Na rozdil od Quicksortu, ktery také v zakladni varianté mize byt pomaly,
ale obvykle je velmi rychly, Bubblesort je tedy nejenom v nejhorsim ptipadé,
ale i obvykle velmi pomaly.






Kapitola 11

Hledani medianu

Jsou déana disla aq,...,a, a ¢islo k. Cilem je nalézt k-ty prvek, coz je ¢islo,
které by bylo na k-té pozici, pokud bychom zadana c¢isla setfidili. Nejcastéjsi
pfipad je hledani medidnu, coz je k-ty prvek pro k = |n/2]. Poznamenejme,
ze Cisla n a k lze nastavit na ovladaci a novy soubor ¢isel vytvorit knoflikem
Novy vstup.

Uloha hledéni k-tého prvku nebo medidnu se snadno vyiesi podle definice
tim, Ze se Cisla setfidi podle velikosti a odpocita se k-té. Cilem tohoto appletu
je ukazat, Ze tento postup je ale plytvanim casem a tlohu lze vytesit obvykle
podstatné rychleji.

Da se dokézat, ze pokud jedina povolend nebo mozné operace s Cisly je
jejich porovnani a popfipadé zaména porovnavanych cisel, pak pro setiidéni
n ¢isel je v nejhorsim i pramérném ¢ase potfeba alesponi log,(n!) porovnani,
coz je vice nez nlog, n —nlog, e.

Za stejného omezeni Ize ale median nebo obecnéji k-ty prvek pro libovolné
k nalézt i v nejhorsim pripadé v linedrnim case, pouzijeme-li zptisob uvedeny
v této kapitole nebo nékteré jeho zdokonaleni.

Scéna: Zakladni algoritmus

Tato scéna popisuje hledani k-tého prvku nebo medidnu jednoduchym al-
goritmem, ktery je velmi podobny Quicksortu. Je to vlastné opravdu algo-
ritmus Quicksort, ve kterém vynechavame prace, které neni nutno provést.
Prvky posloupnosti jsou pfitom nakresleny rozhozené po plose okna. Algorit-
mus spociva v opakovaném provadéni nasledujici posloupnosti krokt:

Krok: Uréeni pivota

Prvni krok algoritmu je urceni pivota. To spociva ve vybéru libovolného
¢isla z tridéného souboru. Pivot je oznacen Cervené. ¢
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Krok: Rozdéleni podle vztahu k pivotu

Nasledujici krok vypoctu je rozdéleni ¢isel do t¥i skupin podle jejich vztahu
k pivotu. Cisla mensi nez pivot se oznadi zluté, ¢isla vétsi nez pivot zelené a
nakonec ¢isla stejna jako pivot rtizové (vyjimkou je box, ze kterého byl vybran
pivot; ten je stéle Cerveny). o

Krok: Urceni velikosti skupin

V tomto kroku se skupiny ¢isel pro prehlednost sefadi a znazorni oddélené
a u kazdé se urci, kolik ¢isel v ni lezi. Tato ¢innost se obvykle provadi soucasné
s rozdélovanim ¢isel do skupin, ale v appletu je v zajmu lepsi srozumitelnosti
oddélena. ¢

Krok: Odstraneni nepotiebnych skupin

Kdyz je znamo, jak jsou skupiny ¢isel velké, je velmi jednoducha spocitat,
ve které skupiné se k-ty prvek nachazi a kolikaty v ni bude.

Jestlize hledame k-ty nejmensi prvek a skupiny prvkt mensich, stejné vel-
kych, resp. vétsich nez pivot maji ny, ng, resp. ng prvka, pak
pokud je k < ny, budeme v dalsim hledat k-ty nejmensi prvek mezi ny prvky
mensimi nez je pivot,
pokud je n; < k < ny + ng, je k-ty nejmensi prvek roven pivotu a vypocet
kon¢i, a
pokud je ny + na < k, budeme v dalsi hledat (k — n; — n2)-ty nejmensi prvek
mezi n3 prvky vétsimi nez je pivot.

Pokud nenastava druhy pripad, pak skupina se kterou se pokracuje ve
vypoétu je urcité mensi nez puvodni (minimalné neobsahuje pivota) a proto
postup po jisté dobé musi skoncit a dat spravny vysledek.

Volba pivota ale je dulezita pro rychlost vypoctu. V nejhorsim pripadé ma
prostfedni skupina 1 prvek (pivot) a prvni nebo tfeti skupina prazdnd. Pak
skupina, kterou se pokracuje, bude mit jen o 1 prvek méné ¢lenti a pocet iteraci
postupu bude roven n, coz povede k celkové kvadratickému poc¢tu provedenych
porovnani.

Pokud by naopak prvni a tfeti skupiny byly stejné velké (nebo se jejich
velikost lisily o 1, je-li n — 1 liché ¢islo), pak bude ny,ng < n/2 a pii kazdé
dalsi iteraci bude velikost zpracovavané skupiny polovi¢ni a skonc¢ime po lo-
garitmickém poctu iteraci.

Abychom ale zarucené zvolili pivota tak, aby se nepivotové prvky rozdélily
do presné stejnych skupin, potfebovali bychom za pivota volit median a to je
to, co teprve algoritmem hledame.

V naésledujici scéné se ale ukaze, ze sta¢li umét urcit priblizny median
(zatim nerikdm, co tim presné myslim) a to je daleko jednodussi. o
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Scéna: Linedarni algoritmus

Tato scéna ukazuje algoritmus, ktery medidan nalezne v linedrnim case.
Jedna se o variantu predchoziho algoritmu, kterd ale pivota v kazdém kroku
vybira velmi specidlnim zpisobem.

Krok vybéru pivota z predchozi scény je zde nahrazen nasledujici posloup-
nosti akci

Krok: Rozdéleni do pétic

Prvni krok vybéru pivota je rozdéleni souboru ¢isel do pétic. Zduvodnéni
volby ¢isla pét se dockate az pri analyze algoritmu. Pfipadnou netiplnou pétici
nebudeme brat v tvahu. ¢

Krok: Nalezeni medianu pétic

V kazdé pétici ur¢ime medidn. Na obrazovce prvky kazdé pétice premis-
time tak, aby medidn byl uprostied a mensi (resp. vétsi) dva prvky byly nad
nim (resp. pod nim). Pofadi prvka horni i dolni dvojice neni dileZité; pétice
tedy nemusime tuplné usporadat. ¢

Krok: Uréeni medianu medidni

Uré¢ime medidn souboru medidn® pétic a prohlasime jej za pivota. Na
obrazovce pétice presuneme tak, aby se medidn mediant ocitl uprostied a
aby pétice jejichz medidn je mensi (resp. véts$i) nez medidn medidni byly
nalevo (resp. napravo) od pétice obsahujici pivota. Poradi pétic ve skupiné
nalevo i ve skupiné napravo neni dulezité. Ve skutecném programu takové
presuny nejsou nutné, staci se zabyvat souborem mediant, ale v appletu jsou
uzite¢né pro vizualizaci myslenky algoritmu. ¢

Vyhnéte se prosim casté chybé povrchnich studentti. Median mediant pétic
skoro nikdy men? medidnem celého souboru. Jak bude podrobnéji uvedeno
v nésledujicich odstavcich, da se pouze ukazat, ze asi 30 procent prvku je
mensich nebo rovnych tomuto pivotu (a tedy nepatii do tieti skupiny podle
predchozi scény) a asi 30 procent prvki je vétsich nebo rovnych pivotu (a tedy
nepatfi do prvni skupiny podle pfedchozi scény). Medidn mediani lze tedy
povazovat za velmi ptibliznou ndhrazku medianu celé posloupnosti, ktera ale
jako pivot je pro rychlost algoritmu dostatecna.

V okamziku urceni medidnu medianu se aktivuji dva navzajem se vylucu-
jici checkboxy, které slouzi pro vyklad velikosti skupin vznikljch rozdélenim
podle pivota uréeného jako medidn mediant pétic. Kliknutim na levy z nich
se na pozadi zobrazi fialovy obdélnik.

Prvky, které fialovy obdélnik urcuje, jsou ur¢ité mensi nebo rovné pivotu.
Spadaji totiz do pétic, jejichz medidny jsou mensi nebo rovné pivotu (medidn
medidnt pétic) a v kazdé pétici predstavuji median a dva prvky nad nim (tedy
mensi nez median uvedené pétice). Tento vztah ilustruji také sipky, které se
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objevi soucasné s fialovym obdélnikem a které sméruji vzdy k prvku mensimu
nebo rovnému.

Nejvyse ¢tyfi prvky se nepodafilo zaradit do pétic, takze pétic je alespon
(n—4)/5. Pétic, jejichz medidn je mensi nebo roven pivotu (medidnu mediant),
je alespon polovina tohoto poétu, tedy nejméné (n — 4)/10. Z kazdé takové
pétice obsahuje fialovy obdélnik 3 prvky, tedy pokryva alespon 3(n —4)/10 =
3n/10 — 12/10 prvka. Proto skupina ¢isel vétich nez pivot nemutize mit vice
nez ™n/10 + 12/10 prvki.

Podobné druhy checkbox aktivuje bily obdélnik, obsahujici zarucené jen
¢isla vétsi nebo rovné pivotu a proto ¢isla mensi nez pivot musi lezet vné
obdélnika a mutze jich také byt nejvyse 7n/10 + 12/10 prvka.

Ukéazeme nyni, ze existuje konstanta c takova, ze pravé popsany algoritmus
uréi k-ty prvek po nejvyse cn krocich, kde n je délka zpracovavané posloup-
nosti. Ozna¢me jako T'(n) pocet kroki vypoctu, dostacujicich i v nejhorsim
pripadé k nalezeni k-tého prvku z n cisel.

Pocet krokti nutnych pro uréeni medidanu péti ¢isel je omezen néjakou
konstantou c;. Pokud je urcen pivot, pak rozdéleni cisel do 3 skupin podle
jejich vztahu k pivotu a urceni velikosti téchto skupin vyzaduje jisté nejvyse
caon krokt pro néjakou konstantu cs.

Nyni dokdzeme indukci, ze T'(n) < en, kde

c=max(T(1),T(2)/2,...,T(23)/23,4c1 + 20c3).

Jestlize je n < 24, pak T'(n) = (T'(n)/n) -n < cn.

Pokud n > 24, pak T'(n) zahrnuje:
urc¢eni medidnu nejvyse (n —4)/5 pétic, které si vyzada nejvyse c1(n—4)/5 <
c1n/5 krokd;
uréeni medidnu medidni pétic, kterych je nejvyse (n — 4)/5; jelikoz toto ¢islo
je urcité mensi nez n, pak podle indukéniho predpokladu k uréeni medianu
medidnd neni tfeba vice nez c(n —4)/5 < ¢n/5 kroku;
rozdé€leni prvk posloupnosti do 3 skupin podle jejich vztahu k pivotu rovnému
medidnu mediana a urceni skupiny, ve které se bude dale pokracovat, coz
vyzaduje podle vyse uvedeného nejvyse con kroki;
pokud nebylo zjisténo, ze median posloupnosti je roven pivotu, pokracuje se
ur¢enim prvku stanoveného poradi ve skupiné nejvyse 7n/10 + 12/10 prvki;
jelikoz toto ¢islo je pro n > 8 mensi nebo rovno n — 1, pak se tato operace
podle indukéniho predpokladu zvlddne v nejvyse ¢(7n/10 4+ 12/10) krocich.

Plati tedy

T( ) - cin n cn n n Ten n 12¢ 9en n 2cin + 10con n 12¢ -

N —4+ —+cn+—+—"—="—"—+_—— " 1+ <cn
=5 "5 "N 10 T10 0 10 10 0 -
nebot 2¢in + 10can = (4eg + 20¢2)n/2 < en/2 a

jelikoz n > 24, pak také 12¢ < en/2.
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Kdybychom délili prvky do trojic pak fialovy a bily obdélnik by obsahovaly
zhruba n/3 prvki, takze velikost skupin by byly nejvyse 2n/3, ale museli
bychom ur¢ovat medidn n/3 medidni trojic, takze bychom dostali pro néjaké
konstanty c¢; a co zhruba

cin - cn 2cn 3en cin + 3can cin + 3con

Th)< —+—+4+cn+—=—4F——"-=n+ ————

()< =g+ g fant 3 "3 T
ale z toho by nerovnost T'(n) < c¢n nevyplynula. U ¢tvefic neni median upro-
stied ¢tvefice a proto by algoritmus také nefungoval. Z tohoto divodu jsme
volili rozdéleni do pétic. Rozdéleni do sedmic nebo vyssich lichych skupin je
také mozné a muze byt i vyhodnéjsi, ale u prilis velkych skupin je uz zase
ze zabyvat nebudeme, pokud bychom chtéli dosdhnout co nejnizsi konstanty v
linearnim odhadu, je toho mozné dosdhnout ponékud jinym typem algoritmii,

které ale pro jejich pfilisnou slozitost zde neuvadim.






Kapitola 12

Bitonické tridéni

Scéna: Uvod

Tato scéna je jen ilustraci a ukazkou vysledného t¥idiciho obvodu, prejdéte
prosim hned déle.

Scéna: Kompardtor

Komparator je obvod se dvéma vstupy a dvéma vystupy, které prenaseji
¢isla. Komparator porovna ¢isla, kterd do ného vstoupi shora; pokud levé ¢islo
je mensi nebo rovné pravému, pak je takto odesle dal z vystupu na své spodni
strané, tedy levy vstup prevede na levy vystup a pravy vstup na pravy vystup.
Pokud je levé vstupni ¢islo je vétsi nez pravé, pak je zaméni, tedy levy vstup
zavede na pravy vystup a pravy vstup na levy vystup.

V radcich na ovladaci, oznacenych N1 a N2 zadejte 2 vstupy pro kom-
parator (mala celd nezédporna ¢isla) a sledujte odpovidajici vystupy. Je také
znazornéno, zda komparator prevadi ¢isla v jejich puvodnim poradi nebo je
prohazuje.

Scéna: TFidici obvod s kompardtory

V této scéné je nakreslen obvod pro tfidéni 8 ¢isel. Model je nasledujici:
Libovolnych 8 ¢isel se privede na vstupy v horni ¢asti obrazovky a necha po-
stupovat smérem doli po Cernych carach predstavujicich vodice. Obdélniky
predstavuji kompardtory, viz minuld scéna. Obvod je navrzen tak, aby na
spodni strané obrazovky se ¢isla objevila setfidéna zleva doprava jako nekle-
sajici posloupnost.

Vstupni ¢isla je mozno zvolit knoflikem Novy vstup a postup tfidéni sle-
dovat graficky. Cervené sloupecky pod jednotlivymi vodici graficky znazornuji
hodnoty ¢isel v prislusnych vodic¢ich v irovni oznacené cervenou vodorovnou
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¢arou s trojuhelnicky po stranach, kterou je mozno posouvat nahoru a dolt
knofliky bloku ozna¢eného Vypocéet. Cervenou ¢4ru je mozno si predstavovat
jako hranici, po kterou jiz postoupilo tfidéni v obvodu. Nad ¢ervenou ¢arou
je také u kazdého komparatoru znazornéno, zda je sepnut primo nebo kiizem.

Predpokladame-li, ze komparatory mohou pracovat soucasné, a ze zpraco-
vani vstupi v komparatoru trva jisty konstantni ¢asovy interval, je doba po-
tfebna k setfidéni ¢isel rovna pocétu vodorovnych vrstev, do kterych je mozno
obvod rozdélit tak, aby vodice byly vedeny smérem doli.

Obvod typu, zndzornéného na obrazovce je vlastné varianta bublinového
tfidéni a neni problém jej nakreslit pro libovolny pocet vstupil. Zkuste si
zmeénit ¢islo na ovladaci, zobrazi se obvod prislusné velikosti. Je ovSem vidét,
ze hloubka obvodu a tedy i doba, za kterou by se pri praktické realizaci ustalily
spravné hodnoty na vystupu, roste linearné s poctem vstupu. V této kapitole
budeme fesit otazku, zda je z komparatori mozné sestavit obvod jinak, aby
jeho hloubka byla mensi.

Ajtai, Komlds a Szemerédi dokazali, Ze obvod je mozno sestrojit tak, ze
pro jistou konstantu C' nebude mit vice hladin nez C'logn, kde n je pocet
vstupu. Konstanta C' jejich obvodu je ale astronomicky vysoka a neni zndmo,
zda je mozné ji snizit a navic astronomicky vysoka je také logicka slozitost kon-
strukce. Ackoliv byl ¢lanek publikovan v roce 1983, nebyl dosud zasadné zlep-
Sen. V nésledujicich scénach ale ukdzeme relativné jednoduchou konstrukei,
pochézejici od K. E. Batchera z roku 1968, ktera pro n = 2% umoziiuje sestro-
jit tfidici obvod s k(k + 1)/2 vrstvami, coz je priblizné 0.510g§ n.

Scéna: Bitonickd posloupnost

Nez se pustime do konstrukce Bakerova obvodu, avizovaného v predchozi
scéné, musime si probrat pojem bitonickd posloupnost. Bitonickd posloupnost
je napriklad posloupnost kterd napred roste a potom klesa. Jiny priklad je
posloupnost, kterd napied klesid a potom roste. Odtud také nézev - bi-tonus
znamend néco jako dva smeéry.
zornime graficky a oznac¢ime si jeji minimum a maximum, pak od minima
miuzeme postupovat smérem k maximu pfimo a nebo také tak, ze od minima
jdeme opacnym smérem az na kraj oblasti, na které je posloupnost nakres-
lena, presko¢ime na druhy okraj a pak jiz jdeme primo k maximu. Stisknutim
knofliku 1. cesta nebo 2. cesta spustite pohyb kurzoru, ktery vam cesty
ukéze. Posloupnost je bitonické pravé tehdy, kdyz pii postupu obojim zpiiso-
bem hodnoty prvkt posloupnosti rostou nebo alespon neklesaji. Znamena to,
Ze pri animaci postupu 1. nebo 2. cestou vyska zvyraznéného sloupecku nesmi
klesnout.

Bitonickou posloupnost si ¢asto znazornujeme na kruznici. Linedrni zob-
razeni posloupnosti predstavuje hieben. Jestlize se hfeben ohne do kruhu tak,
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aby paprsky trcely ven a konce se spojily, dostaneme vyhodny zpusob grafic-
kého znazornéni, kde se smazava rozdil mezi prvni a druhou cestou z minima
do maxima, protoze odpadéa preskok z jednoho konce intervalu na druhy. Stisk-
néte knoflik Transformace pro schématickou animaci transformace z linedrni
na cyklickou representaci.

Zkousejte si néjaky ¢as generovat nové posloupnosti, systém predklada ob-
¢as bitonickou posloupnost (kreslena ¢ervené) a obcas pro kontrast posloup-
nost zcela ndhodnou (kreslena modie).

Knoflikem Otoceni se posloupnost cyklicky posune o tolik pozic, kolik je
udéno v poli vedle knofliku. Poznamenavam, Ze cyklické otocéeni (doprava)
posloupnosti aq, . .., a, o jednu polohu je posloupnost a,,ai,...,a,—1 (vSe se
posune o 1 polohu doprava, jen nejpravéjsi prvek skoc¢i na uprazdnény levy
konec). Posun o k poloh se dostane jako k-ndsobné opakovéni posunu o 1
polohu. Posun o k poloh doleva je totéz jako posun o n — k poloh doprava,
posun o n poloh nic neméni.

Zakladni pozorovani je, ze cyklicky posun bitonické posloupnosti dava zase
bitonickou posloupnost; sledujte obrazek a zkuste si to dokazat.

Dalsi zpusob jak charakterizovat bitonické posloupnosti je, ze ze jsou to
pravé ty posloupnosti, které vzniknou cyklickym posunem z posloupnosti,
ktera napred roste a pak klesa.

Scéna: Bitonické tridéni

Tridici obvod podle K. E. Bakera se obvykle nazyva bitonicky obvod. Vy-
svétlit konstrukei bitonické tridicky je jednoduché. Provedeme to rekurzivnim
zpusobem. Poznamenavam, ze predpokladame, ze pocet vstupd je mocnina
dvojky. Pokud by pocet vstupt byl obecné ¢islo, rozsitime jej na nejblizsi vyssi
mocninu 2 (méné nez dvojndsobek) a na pfidané vstupy pfivedeme hodnoty
400, aby se nemichaly s ostatnimi ¢isly.

Poznamenejme jen, Ze budeme pouzivat komparatory dvou typu: vze-
stupné, které davaji vétsi ¢islo na pravy vystup a sestupné, které davaji vétsi
¢islo na levy vystup. Odliseny budou barevné, vétsi ¢islo patii na stranu na-
kreslenou tmavé, mensi ¢islo na stranu nakreslenou svétle. Stejné tak budeme
potfebovat umét sestrojit t¥idici obvod vzestupny i obvod sestupny. Podana
bude konstrukce obvodu vzestupného, je ale zfejmé, Ze obvod sestupny se z
ného ziskd zaménou typu u vsech jeho komparatoru.

Pro malé hodnoty n je konstrukce trivialni: pro n = 1 neni co tfidit, pro
n = 2 se pouzije jediny komparator.

Predpokladejme, ze je n vyssi, vychozi obrazek na obrazovce ma n =
32. Tridici obvod je nejprve zobrazen jako cerna skfinka. Mtzete si ovérit,
7e spravné funguje (knofliky bloku Vypoéet), ale neni vidét pro¢ spravné
funguje ani jak je konstruovan. Konstrukce obvodu, tedy rozbalovani cerné
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skiinky, se krokuje knofliky bloku Konstrukce a spo¢iva v opakovaném pro-
vadéni nasledujicich kroki:

Krok: Redukce na tridént bitonické posloupnosti

Sestrojime si rekurzivné obvod tfidici vzestupné s n/2 vstupy, ktery pou-
Zijeme na setfidéni levé poloviny vstupi - je to ¢erny obdélnik vlevo nahore.
Potom rekurzivné sestrojime obvod tfidici sestupné, opét s n/2 vstupy, a po-
uzijeme jej pro setfidéni pravé poloviny vstupi - je to ¢erny obdélnik vpravo
nahofte.

Vystupy téchto dvou mensich obvodi daji dohromady bitonickou posloup-
nost, kterd napred roste a potom klesa. Pak sestrojime obvod s n vstupy, ktery
umi t¥idit jenom bitonické posloupnosti a tim ziskanou posloupnost setfidime.
Tento obvod je znazornén jako Siroky sedivy obdélnik dole. V predchozi scéné
jsme vidéli, ze bitonicka posloupnost je vyrazné jednodussi nez obecnd po-
sloupnost a proto neni divu, ze jeji setfidéni se ukaze jako pomérné jednoduchy
tkol. Vnitini konstrukce tohoto bloku bude ukazana v dalsim kroku.

Zkuste si tfidéni krokovat; applet ukaze kromé vychozi a konecné posloup-
nosti jesté mezivysledek, ktery je zjevné bitonicka posloupnost. ¢

Krok: Separacni vrstva

Konstrukce obvodu pro settidéni bitonické posloupnosti je ukdzana v dal-
§im kroku konstrukce. VSech n vstupt napfed privedeme do zelené oznaceného
bloku, nazyvaného separdtor, jehoz vnitini konstrukci nebudeme zatim pro-
birat, a jehoz funkce je nasledujici:

jsou-li vystupy zeleného bloku zleva doprava ¢isla x4, ..., x,, pak pro li-
bovolné i, j takové, ze i < n/2 < j plati, Ze x; < x; a navic posloupnosti
T1y-e ey T2 1Ty a41, - -5 Ty jsou bitonické. Jingmi slovy nalevo pfijdou mensi
¢isla, napravo vétsi a navic leva i prava polovina jsou zase bitonické.

Nyni je zfejmé, ze staci oddélené settidit levou polovinu vystupt separa-
toru t¥idicim obvodem s n/2 vstupy, ktery umi tfidit pouze bitonické posloup-
nosti, stejné tak setridit i pravou polovinu vystupt a tim se dostane setfidéna
posloupnost. Tyto ¢innosti se provedou dvéma Sedivymi bloky v levé a pravé
spodni ¢asti schématu. Tyto bloky jsou navrzeny pro tfidéni stejnym smérem
jako ma tfidit konstruovany blok.

A7 na konstrukci separatort tedy jiz umime cely t¥idici obvod zkonstruovat
rekurzivni aplikaci vyse uvedenych postupt.

Zkuste si znovu krokovat postup tfidéni a sledovat formu posloupnosti
pred a po separac¢nim bloku. ¢

Krok: Konstrukce separdtoru

Separator obsahuje jednu vrstvu zahrnujici n/2 komparatoria. Pro i =
1,...,n/2 porovnavé i-ty separator vstupy s poradovymi éisly ¢ a i +n/2 a
své vystupy prevede na vystupy bloku se stejnymi poradovymi ¢isly.
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Konstrukce separatoru je tedy velmi jednoduché, neni ale jednoduché do-
kazat, ze takto sestrojeny blok mé vyse pozadovanou funkci. Tomu budou
vénovany nasledujici scény. ¢

Dokoncete si celou konstrukei t¥idiciho obvodu; v kazdé etapé konstrukce
je obvod plné funkéni a je proto mozné zadavat nové vstupy a krokovat priabéh
tfidéni. Nejprve se postupné dokonci rozvinuti spodnich sedych blokt, urce-
nych pro tfidéni bitonickych podposloupnosti. Potom se obdobnym zptisobem
rozvinou t¥idici obvody pro poloviny vstupt v horni ¢asti schématu.

Nyni je také vidét, pro¢ definice bitonické posloupnosti je tak kompli-
kovana. Pfed prvnim separatorem je posloupnost, kterd je “velmi bitonicka”.
Nejprve stoupa presné do poloviny, potom v druhé poloviné klesa. Na vystupu
hlavni separacni vrstvy jsou bitonické posloupnosti dvé: prvni zase stoupa a
pak klesa, druhé ale jiz ma obraceny priibéh - napred klesa a pak stoupa. Na-
vic ale iseky stoupani a tseky klesani nejsou obecné stejné dlouhé. To ma za
nasledek to, Ze na vystupu dalsi separac¢ni vrstvy uz se objevi ¢tyfi ¢tvrtinové
bitonické posloupnosti, které ale uz vypadaji zcela obecné; muze se naptiklad
stat, ze napied stoupd, pak klesid a pak stoupd, ale ne vySe nez zacala (i
tak mutze bitonickd posloupnost vypadat). “Mira bitoni¢nosti” posloupnosti
stale klesa a definice postihuje hranici, pod kterou jiz nikdy neklesneme ani u
nejvétsich obvodi.

Scéna: Pilent bitonické posloupnosti

Nez se budeme moci pustit do ditkazu vlastnosti separacniho bloku, mu-
sime si dokézat jednu diilezitou vlastnost bitonické posloupnosti, kterou na-
formulujeme pro cyklické znazornéni:

kruznici nesouci ¢leny bitonické posloupnosti je mozno rozetnout primkou
prochazejici stredem kruznice na dvé ¢asti tak, ze maximum v jedné Casti je
mensi nebo nejvyse rovno minimu druhé ¢asti.

Klepnutim na knoflik Rozpuleni se takové rozdéleni ukaze a to i na cyklic-
kém i na linedrnim znazornéni posloupnosti. Malé prvky jsou nyni zobrazeny
zluté, velké ztstavaji Cervené.

Je mozné opakované konstruovat nové bitonické posloupnosti a v nich si
nechavat zobrazit rozpuleni. Dikaz existence rozdéleni pro libovolnou bito-
nickou posloupnost ukdzeme v nasledujici scéné.

Zkuste si jesté vlastnost naformulovat v feci linearniho zobrazeni posloup-
nosti.

Scéna: Dukaz existence pilent

Popiseme nyni proces, ktery pro kazdou bitonickou posloupnost sestroji
pozadované puleni. Proces bude popsan dvakrat; jednou jak se jevi v linearni
representaci, jednou jak vypadda na kruznici.
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Predstavme si, Ze se na obrazek s linearni representaci bitonické posloup-
nosti napousti voda. Sloupecek, ktery se cely ponofi pod hladinu znazornénou
tenkou bilou ¢arou, se utopi a zezloutne. Z vlastnosti bitonické posloupnosti
plyne, ze utopenci tvofii stale souvislou skupinu, mezi kterou neni zadny dosud
zijici sloupec. Pokud ovSem utopend skupina dosahne k jednomu kraji, za¢ne
pribyvat i od druhého kraje.

V cyklické representaci vytvafime vysec, kterd oddéluje malé zluté prvky
od velkych cervenych. Vyse¢ obsahuje na zacatku jenom minimum posloup-
nosti a postupné se k nému pridava vzdy ten Cerveny prvek sousedici s hranici
vysece, ktery je mensi. Jelikoz je posloupnost bitonickd, tedy od minima k
maximu je obéma sméry (ve sméru i proti sméru hodinovych rucicek) nekle-
sajici, je maximum zlutych prvki ve vyse¢i nejvyse rovno minimu ¢ervenych
prvk mimo ni.

Postup pokrac¢uje dokud se neutopi (neboli nedostane se do vysece) presné
polovina prvku. V ten okamzik bézi ramena vyseCe v opa¢nych smeérech a tedy
dohromady predstavuji primku. Napis v horni ¢asti okna napovidé, jak jsme
s dikazem pokrocili.

Scéna: Kompardatory separacni vrstvy

Bitonicka posloupnost je nyni zndzornéna i se sestrojenym rozptlenim. Na-
vic je prikresleno zarizeni, predstavujici jeden komparator separacni vrstvy,
ktery porovnava jeden vstup z levé poloviny vstupt s odpovidajicim vstupem z
pravé poloviny. “Odpovidajici” pfitom znamenda “vzdéleny o n/2”. Knoflikem
Vpravo nebo Vlevo zafizenim mizeme posouvat do poloh dalsich kompara-
tord separacni vrstvy bitonického ttridictho obvodu.

Komparator je znazornén i v cyklické representaci; tam je jeho poloha
obzvlasté prehledna, nebof porovnava prvky vzdalené o n/2 a tedy na kruznici
protilehlé.

V cyklické representaci je nyni jasné vidét, pro¢ plati zdkladni vlastnost
separacni vrstvy: kazdy komparator bez ohledu na svou polohu vzdy porov-
navéa jeden zluty prvek s jednim cervenym. Na svuj levy vystup, tedy do levé
poloviny vystupu separac¢ni vrstvy, proto vzdy da zluty prvek a na svij pravy
vystup, tedy do pravé poloviny vystupt, d& vzdy Cerveny prvek. V levé polo-
viné vystupt se proto objevi vyhradné zluté, mensi, prvky a v pravé poloviné
zase jenom cervené, vétsi, prvky.

Scéna: Funkce separacni vrstvy

Tato scéna opakuje znovu scénu predchozi, ale checkboxy v dolni ¢asti
ovladace je mozno zpusobit, ze se v linedrnim zobrazeni vykresluji hodnoty
levého a/nebo pravého vystupu komparatoru. Knoflikem Zpé&t je mozno vy-
stupy vymazat a nechat kreslit znovu.
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Nejprve si zkuste nakreslit celou vystupni posloupnost. Pak vystupy vy-
mazte; ukazeme si jesté proc¢ leva a prava polovic¢ni vystupni posloupnost jsou
zase bitonické. Nechte zatim oba checkboxy pro vystupy neaktivni.

Snadno se ovéri, ze kazdy vysek bitonické posloupnosti je zase bitonicka.
Proto rozetneme-li kruznici jak je znazornéno, dostaneme dvé posloupnosti,
Zlutou a Cervenou, které (v poradi v jakém $ly kolem kruznice) jsou zase
bitonické. Nastavte nyni komparacni zafizeni tak, aby ukazovalo na jeden
konec zluté posloupnosti na kruznici a aktivujte checkbox pro levy vstup.

Posouvanim obrazu komparatoru pres vSechny jeho polohy “navineme”
zlutou bitonickou posloupnost do levé poloviny vystupt separacni vrstvy. Po-
sloupnost, ktera se tedy nalevo objevi, je cyklickym posunutim zlutého seg-
mentu kruznice, ktery je bitonicky a proto je bitonicka také. Stejny dukaz lze
provést i pro druhou, ¢ervenou posloupnost.

Scéna: Bitonicky obvod jinak nakresleny

Tato scéna ukazuje jiné nakresleni bitonického obvodu. Komparatory vzdy
porovnavaji sousedni vodice, takze je mozno je kreslit jako jednoduché obdél-
niky. Platime za to tim, Zze “vodic¢e” nejsou svislé tsecky, ale dosti klikaté
se proplétajici lomené ¢ary. Ovérte si, Ze tento obvod a obvod z predchozich
scén (ktery se vykresli po deaktivaci checkboxu Alternativni) jsou identické,
i kdyz na prvni pohled vypadaji dosti odlisné.
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Tato ¢ast knihy popisuje algoritmy pro feSeni t¥i zadkladnich tloh diskrétni
optimalizace: hledani nejkratsi cesty, minimalni kostry a nejvétsiho toku v
dané siti. Tyto tlohy jsou povazovany za zlaty fond teorie algoritmi a ale-
spon nékteré vypocetni postupy naleznete v kazdé ucebnici této problematice
vénované.

Zac¢neme pomocnou kapitolou o prohledavani grafi, specialné o prohleda-
vani do sitky a do hloubky, které predstavuji velmi didlezitou techniku, ktera
je pri navrhu grafovych algoritmi velmi ¢asto pouzivana. Jako jednoduchou
aplikaci také uvedu hledani komponent a 2-souvislych komponent neoriento-
vaného grafu. Prohledavani bude pouzito i déle, napf. v kapitole o tocich v
sitich.

Pro hledani nejkratsi cesty v grafu uvedeme v dalsi kapitole t¥i algoritmy
ruzné slozitosti a okruhu aplikovatelnosti. Bude uveden algoritmus kritické
cesty pro acyklicky graf, Dijkstriav algoritmus pro nezaporné hranové ohod-
noceny grafy a Bellman-Forduv algoritmus pro grafy bez zaporného cyklu.

Dalsim grafovym problémem, kterym se v této ¢asti budeme zabyvat, je
hledani minimalni kostry grafu s ohodnocenymi hranami. Bude podano jed-
noduché algoritmické schéma, které tlohu fesi a nékolik jeho implementaci.

Jednim z nejzajimavéjsich grafovych problémut je hledani maxima&lniho
toku v siti. Pro jeho feseni bylo od roku 1962, kdy vysla zakladni kniha Forda
a Fulkersona o tocich v sitich, navrzeno opravdu velmi velké mnozstvi algo-
ritmu nejriznéjsi vypocetni rychlosti i logické obtiznosti. Budou popsany tii
algoritmy.

Pivodni Ford-Fulkersoniiv algoritmus je klicem pro pochopeni vétsiny
ostatnich metod, ale sdm uz prakticky neni vyuzivan, protoze je sice velmi
jednoduchy, ale muZe za jistych okolnosti pracovat velmi dlouho (a teoreticky
vypocet nemusi skon¢it nikdy).

Dinitzuv algoritmus z roku 1970 je péknou ukazkou jedné tridy algoritmu
pro toky v sitich, ktera zobecnuje Ford-Fulkersoniv algoritmus a hleda ma-
ximéalni tok jeho zlepsovanim podél cest. Velmi podobny algoritmus navrhli
nezévisle v roce 1972 Edmonds a Karp.

Goldberguv algoritmus z roku 1987 je zaloZen na zcela jiném, celkem pii-
rozeném, principu: do sité vpustime tak veliky tok, jaky je ze zdroje mozno
vyslat; ¢ast vstupni viny se nakonec dostane do spotfebice a ta ¢ast, kterd uz
sitl nemuze protéci, se odrazi a nakonec se vrati zpét do spotiebice.

Posledni kapitolka této ¢asti trochu vybocuje z vyse uvedeného ramce a
nachézi se na pomezi algebry a teorie grafi. Ukazuje, jak je mozno hledat
minimélni fez v grafu pomoci spektralni teorie grafii, konkrétné pomoci vy-
poc¢tu vlastnich vektort incidenéni matice grafu. Jednd se sice o heuristicky
algoritmus, ktery nezarucuje optimalitu feSeni; tu ale nezarucuje zadny ze zna-
mych dostatecné rychlych algoritmi a je mnoho naznakt, ze takovy rychly a
soucasné optimalni algoritmus ani neexistuje. Spektralni heuristiky jsou po-
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vazovany za jedny z nejlepsSich postupt, jak hledat minimalni fez, ale jsou
vétsinou informatikt povazovany za pochopitelné pouze specialistim v alge-
braické teorii grafi. Cilem jednoduchého appletu, uvedeného v této kapitole
je ukézat, Ze jsou naopak velmi prirozené a pri vhodném pohledu na problém
i snadno pochopitelné.



Kapitola 13

Prohledavani grafu

Scéna: Obecné prohledavani neorientovaného grafu

Prohledavani grafu je systematické prozkoumaéni grafu podobnym zpiso-
bem, jakym by se mohla prohleddvat neznama krajina.

Pii prohledavani budeme délit vrcholy na t¥i skupiny: nedosazené, do-
sazené a probrané. Nedosazené vrcholy, oznacované zluté, jsou vrcholy, ve
kterych jsme jesté nebyli. Dosazené vrcholy, zbarvené zelené, jsou vrcholy,
do kterych jsme uz vstoupili, ale jesté jsme neprobrali vSechny moznosti, jak
z nich pokracovat dale. Kone¢né probrané vrcholy, oznacené cerné, jsou ty
vrcholy, do kterych uz jsme vstoupili a dokonce jsme i probrali v§echny moz-
nosti dalsiho postupu. Barevnou vyjimkou bude ten z dosazenych vrcholi,
ktery bude zvolen ke zpracovéni (viz ddle) - jeho barva se ze zelené zméni na
cervenou, a dale pocatek prohledavani, stale tmavé modry.

Podobné budeme délit hrany na probrané, které budou kresleny cernou
barvou a neprobrané, které budou modré. Probrané hrany déle rozdélime na
uziteéné a neuzitecné. Hranu oznacime za probranou, jestlize jsme vstoupili
do jednoho jejiho konce a pak jsme hranou prosli ve snaze se dostat do jesté
neprobadanych mist. Ostatni hrany jsou neprobrané. Hrana se oznaci za uzi-
te¢nou, pokud se ji proslo do neprobraného vrcholu, tedy se objevila dosud
neznama koncina, jinak je hrana neuziteéna. Grafické rozliSeni uziteénych a
neuzite¢nych hran bude popsano déle.

Obecny postup prohledavani je nasledujici:

Na zacatku jsou vSechny vrcholy nedosazené a vSechny hrany neprobrané.
Potom dokud existuje alespon jeden vrchol, ktery neni probrany, provadime
nasledujici ¢innost:

1. Pokud existuje alespori jeden dosaZeny (ale neprobrany) vrchol, pak si
vybereme jeden z nich, ktery oznacime jako v a
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(a) bud z v nevychdzi zddné neprobrand hrana a potom oznacime v
jako probrany

(b) nebo si vybereme jednu neprobranou hranu vychazejici z v, a

i. pokud byl jeji druhy konec nedosazeny, pak jej preklasifikujeme
za dosazeny a hranu oznacime za probranou a uzite¢nou

ii. pokud byl jeji druhy konec dosazeny nebo probrany, pak hranu
oznacime za probranou a neuzite¢nou.

2. Pokud neexistuje zadny dosazeny vrchol, ale existuji nedosazené vrcholy,
pak si jeden z nich vybereme a oznacime jej za dosazeny.

Jak jiz bylo feceno, pokud jsou vSechny vrcholy probrané, pak vypocet
konci. Je zfejmé, ze v ten okamzik musi také vsechny hrany byt probrané,
protoze kdyz je néktera hrana neprobrand, pak jeji konce jesté nemohly byt
oznaceny za probrané vrcholy.

Probrané hrany (tedy v okamziku ukoné¢eni prohleddvani vSechny hrany)
jsou prirozenym zpusobem orientovany tim, v jakém smeéru jsme je prosli. Ori-
entace neuziteénych hran pro nas nebude pfili§ zajimava a proto ji nebudeme
vyznacovat. Orientaci uzite¢nych hran graficky vyjadiime tim, Ze jakmile je
hrana klasifikovana jako uzitena, objevi se pod ni tlustd bild Sipka oriento-
vana proti smeéru, ve kterém jsme hranou prochazeli. Bila sipka tedy pro kazdy
vrchol ukazuje, odkud jsme do ného poprvé vstoupili. Bilé sipky také graficky
odliguji uziteéné hrany (¢erné a maji pod sebou bilou sipku) od neuziteénych
hran (¢erné bez podkladové Sipky).

Vrcholy budeme také ¢islovat ¢isly 1,2,... v poradi, ve kterém byly dosa-
hovany. Toto poradi poskytuje ¢asto uzite¢nou informaci o grafu. Nedosazené
vrcholy oéislovany (zatim) nejsou.

Podrobnéji Ize vypocet popsat takto: Na zacatku jsou vSechny vrcholy
nedosazené a proto v bodé 2 zvolime jeden z vrcholti jako poc¢atek prohledavani
a preklasifikujeme jej na dosazeny. Pak se dosazend oblast v grafu rozsifuje
tak, ze pro dalsi postup musime vychéazet z dosazené oblasti a postupovat jen
hranami, kterymi jsme jesté nesli.

Jestlize se po prechodu po hrané dostaneme do mist, kde jsme jiz byli,
povazujeme tento prechod za zbyteény a hranu oznac¢ime za neuzitecnou, ale
pokud pronikneme do panenské oblasti, prohlasime hranu za uzitecnou a nové
dobyté tzemi si oznac¢ime. Jestlize z nékterého vrcholu byly podniknuty vy-
pravy vSemi moznymi sméry, vrchol jiz nepfinese nic nového a je oznacen za
probrany.

Jestlize se z pocatecniho vrcholu muzeme dostat po hranich do vsech
zbyvajicich vrchold, pak tento postup skon¢i tim, ze nakonec budou vSechny
vrcholy probrané. Jestlize ale je graf nesouvisly a tedy nékteré vrcholy jsou z
pocatku nedosazitelné, pak po probrani jedné jeho komponenty zmizi vsechny
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dosazené vrcholy: vSechny vrcholy, které byly dosazeny byly poté také pro-
brany. Pfitom ale vrcholy ostatnich komponent grafu budou nedosazené. Proto
jeden z nich v bodé 2 zvolime a prohledavani pokracuje v jeCho komponenté.
Na obrazovce je vychozi graf zamérné volen nesouvisly pro ilustraci prohleda-
vani po komponentach, ale mutzete jej preeditovat na souvisly.

V této scéné je zobrazeny graf neorientovany a kazdou hranu je mozno
projit v libovolném sméru. Pokud jsme ovSsem v jednom sméru prosli, hrana

Prohledédvani mizete provadét ve tfech médech. Prohledavani je mozno
krokovat a nebo sledovat jako souvislou animaci; vrcholy a hrany voli Algo-
vize ndhodné. V rué¢nim médu voli vrchol uzivatel poklepanim a stejné tak v
pripadé probiraného dosazeného vrcholu voli neprobranou hranu poklepanim;
krok odporujici vyse uvedenym bodum 1 a 2 by Algovize neprovedla a misto
toho by ukazala chybové hlaseni.

Zkuste si nejprve prohledavani jako animaci a pak s krokovanim. Na zavér
ale si zkuste prohledavat grafy rucné tak dlouho, dokud nékolikrat za sebou
neprovedete vSe spravné bez jakékoli chyby.

Scéna: Strom prohleddvdni

Predchozi scéna je zopakovana jesté jednou, ale pozornost bude soustie-
déna na strukturu uziteénych hran, tedy hran, pod kterymi se pti prohledavani
objevi tlusta bila sipka. Od predchozi scény se lisi tim, Ze nez zacne vlastni
prohledéavani, graf se presune do spodni ¢asti obrazovky, ktera ztmavne a bé-
hem prohledavani jsou dosazené vrcholy premistovany do svétlé horni ¢asti
obrazovky a rozmistovany tak, aby struktura uzite¢nych hran byla dobfe pa-
trna.

Podivejte se, ze z kazdého vrcholu v vychéazi nejvyse jedna tlustd bila
sipka, protoze pokud bychom dvéma raznymi hranami prosli do vrcholu v,
pak nejpozdéji po prichodu prvni z nich se vrchol v stane dosazenym a tedy
druhd z téchto hran uz bude klasifikovana jako neuzitecna.

Jisté si také povSimnete, Ze uzitetné hrany vytvareji strom nebo les (né-
kolik stromt), neboli graf bez cykla. Je snadné dokazat to sporem. Pfedpo-
kladejme, ze v grafu uzite¢nych hran je cyklus. Oznacme jako v ten z vrcholi
cyklu, ktery byl dosazen jako posledni. Vrchol v ma v cyklu dva sousedy;
oznacme je uy a uz. Kdyz byl v dosazen, sousedé u; i us uz byly podle pred-
pokladu dosazené nebo dokonce probrané. Kdybychom hranu spojujici v a
jeho souseda u; nebo us prochazeli vychazejice z v smérem do souseda, mu-
seli bychom ji tedy oznacit za neuzitecnou; proto by obé hrany spojujici v s
jeho sousedy musely byt prochazeny ve sméru do vrcholu v. Uzite¢nost obou
hran by ale byla ve sporu s tvrzenim dokdzanym v predchozim odstavci.

Vrcholy jsou v naSem appletu po dosaZeni piremistovany tak, aby strom
prohledavani (tedy strom tvofeny uziteénymi hranami) byl kreslen zptisobem,
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ktery je v informatice obvykly (m.j. tedy s kofenem nahote a listy dole) a aby
byl dobfe prehledny. Neuzitecné hrany jsou kresleny za uzite¢nymi, aby nepre-
kazely pohledu na strom prohledavani. PovSimnéte si, Ze uziteénymi hranami
jsme prochazeli ve sméru shora dold, tedy v feci stromu od jiz dosazeného
vrcholu k jemu jesté nedosazenému synovi a tlusté bilé Sipky jsou vlastné
ukazateli na otce ve stromu.

Jelikoz je obvykle obrazovka protazena do sitky, miize se stat, ze bude na-
kres ve vertikdlnim sméru prilis stlacen. Pak jej muzete otocit o 90 stupnu do-
leva zatrzenim checkboxu Horizontalni. Strom pak bude nartstat ve sméru
zleva doprava, ve kterém muze byt vice prostoru pro prehledny nakres. Tato
moznost bude k dispozici i v nékterych dalsich scénach.

Scéna: Obecné prohledavani orientovaného grafu

V této scéné je prohledavany graf orientovany. Pravidla prohledavani jsou
formulovana stejné jako v minulé scéné, ale muze se stat, Ze existuje hrana
(v, w), ale nikoli (w,v), tedy je povolen pfechod z vrcholu v do vrcholu w,
ale nikoliv naopak. Zkuste si prohledavani znovu a uvidite, Ze se orientovany
pripad od neorientovaného prilis nelisi.

Neorientovany graf se ¢asto povazuje za specialni pfipad orientovaného s
tim, Ze neorientovana hrana spojujici dva vrcholy v a w se chape jako dvojice
opacné orientovanych hran (v, w) a (w,v). Takovyto “neorientovany” graf se
vytvori, pokud zatrhnete volbu Neorientovany.

V takovémto grafu ale prohledavani probiha jinak nez v predchozich scé-
néach, protoze projdeme-li hranu (v, w) a ozna¢ime-li ji jako probranou, opa¢na
hrana (w, v) zistdva neprobranou a ¢asem pres ni pfedeme také. Kdyz ale hra-
nou (w, v) budeme prochazet, bude uz vrchol v ddvno dosazeny nebo dokonce
probrany a proto hrana (w,v) bude oznadena za neuzite¢nou a nic nového
neptinese. Fakticky vysledek vypoctu je tedy vlastné stejny jako kdyby po
prichodu hranou (v, w) jsme za probranou oznacili i hranu opaé¢nou, coz by
odpovidalo tomu, jak se probira neorientovany graf.

Scéna: Prohledavani grafu do $irky

Obecné prohledavani je sice uziteény postup, napiiklad hleddme-li kompo-
nenty neorientovaného grafu, ale daleko dulezitéjsi jsou jeho specialni pripady.
V této scéné si probereme tak zvané prohledavani do sitky (BFS, z anglického
Breadth-First Search).

Prohledavani do sitky je zalozeno na tom, Ze dosazené vrcholy se radi
do fronty a v bodé 1 algoritmu prohledavani se vzdy voli ten dosaZeny vr-
chol, ktery je ve fronté prvni v poradi, neboli ten, ktery je ve fronté nejdéle.
Tento vrchol je tedy volen tak dlouho, dokud z ného vychazi alespon jedna
neprobrana hrana. V okamziku, kdy se vSechny hrany z vrcholu vychéazejici
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proberou, je preklasifikovan na probrany a vyjmut z fronty a k probirani na-
stupuje ten, ktery stal za nim. Nové dosazené vrcholy se zarazuji na konec
fronty.

Jisté si také vsimnete, ze pfi prohledavani do sitky je kazdy probrany
vrchol v libovolném okamziku oc¢islovan mensim ¢islem nez kterykoli dosazeny
vrchol. Z dosazenych vrcholi je vzdy volen ten, ktery ma nejmensi ocislovani.

Fronta dosazenych vrcholi je také schematicky znazornéna v dolni ¢asti
obrazovky zpusobem, ktery naznacuje postup vrcholi frontou. Klepnuti na
obrazek vrcholu ve fronté ukaze referenci na obraz téhoz vrcholu v grafu.

Prohledavani do sifky je mozno opét provadét ve tfech médech popsanych
v predchozi scéné; v ru¢nim moédu je nutné dodrzovat spravny vybér vrcholu
z fronty.

Scéna: Prohledavani do $irky jesté jednou

V této scéné ukazeme pro¢ je prohledavani do sitky tak uzitecné a casto
pouzivané (viz napiiklad Dinitztiv algoritmus pro toky v sitich).

Vrcholy budeme nyni oznacovat ¢isly odlisné od ¢islovani v predchozi
scéné; aby nedoslo k nedorozuméni, budeme zde pouzivat fimské ¢islice. Po-
¢atecni vrchol (a obecné kazdy vrchol, ktery byl vybran v bodu 2 algoritmu
prohledavani pfimo z mnoziny nedosazenych vrcholit) bude nazyvan poddatek
a bude oznacen nulou. Kdykoli se pak v bodé 2.(b).i pfejde z néjakého vrcholu
v do jiného vrcholu w, ktery zatim byl nedosazeny, pak se vrchol w ocisluje
¢islem o 1 vétsim, nez je oc¢islovani vrcholu v.

Ocislovani vrcholl budeme také znazornovat graficky stejné jako v druhé
scéné této kapitoly, vénované stromu prohledavani: poc¢atek se po ocislovani
pfesune do horni ¢asti obrazovky. Jeho sousedi, coz budou pravé vsechny
vrcholy, které budou oc¢islovany I, se pfesunou do vodorovné vrstvy, kterd lezi
kus pod pocatkem. Vrcholy, do kterych se dostaneme poprvé z vrcholt prvni
vrstvy, coz jsou pravé vSechny vrcholy, které budou ocislovany II, budou v
druhé vrstvé, lezici bezprostiedné pod prvni vrstvou. Obecné vrcholy prvné
dosazené z k-té vrstvy budou o¢islovany éislem (k+1) a pfesunuty do (k+1)-ni
vrstvy.

Jisté jste si vsimli, ze vrcholy jsou probirany po vrstvach; napfed pocatek,
pak vrcholy prvni vrstvy, pak druhé vrstvy atd. Neni nutné, aby vrcholy v
jedné vrstvé byly probirany systematicky zleva doprava, jak se to jevi v ap-
pletu. Toto poradi je ddno implementovanym zptisobem vybéru hran vychéaze-
jicich z probiraného dosazeného vrcholu. Zaskrtnéte volbu Hrany nahodné
a uvidite prohledavani do sitky, kde sice jsou vrcholy probirany po vrstvach,
ale potradi v rdmci vrstvy je zcela chaotické (ale pochopitelné jestlize je vr-
chol jednou zvolen, probereme vsechny hrany z néj vychazejici diive nez si
vybereme dalsi vrchol).

Pohledem na vysledné rozmisténi vrcholt se stane jasnou hlavni vlastnost
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prohledavani do sitky: ocislovani libovolného vrcholu, tedy index vrstvy, ve
které se na konci nachézi, je rovno nejmensimu poctu hran, které je nutno
prejit pri presunu z pocatku do uvazovaného vrcholu. Prohledavani do sitky je
tedy algoritmus, Tesici nejjednodussi variantu problému hledani nejkratsi cesty
v grafu, kdy délka cesty je dana poc¢tem jejich hran. Ve stromu prohledavani
do sifky totiz neni zadna hrana, kterd by spojovala dvé vrstvy, které nejsou
sousedni, tedy ktera by jednu nebo vice vrstev preskakovala. Z ndkresu to je
dobre vidét, zkuste si rozmyslet, pro¢ tomu tak je pfi prohledavani do sirky,
ale nemusi byt pfi obecném prohledavani.

Pohledem na vysledny graf také pro kazdy vrchol ihned zjistite, jak se do
néj z pocatku dostat cestou s nejmensim moznym poctem hran: je to cesta
slozend vyhradné z uzite¢nych hran, tedy z hran, které maji bily podklad. Pro
jednoduchost takové cesté budeme dale fikat bild cesta. Je to cesta ve stromu
prohledavani z kofene do daného vrcholu.

Bilou cestu popisované v predchozim odstavci nebudeme hledat ve sméru z
pocatku (tedy kotene) do zvoleného vrcholu, protoze neni obecné jasné kterou
z tlustych bilych Sipek v protisméru prejit, abychom skoncili ve zvoleném
vrcholu. Je ale vidét, Ze je snadné ji nalézt pozpatku ze zvoleného vrcholu do
pocatku, protoze z kazdého vrcholu s vyjimkou pocatku jde zpét jediné tlusta
bila zpétna Sipka.

Hledani nejkratsi cesty couvanim je také divod, proc jsou bilé podkladové
Sipky pod uzite¢nymi hranami orientovany proti sméru, kterym jsme hranou
prosli.

Scéna: Prohleddvani do $itky v nesouvislém neorientovaném grafu

Aniz to bylo vyslovné uvedeno, Algovize nabizela v piedchozi scéné sou-
visly graf. Pak jedinym vrcholem, ktery se vybral pfimo z nedosazenych vr-
cholti v bodé 2 obecného schématu prohledavani do sitky byl vrchol, ktery byl
zvolen na zacatku vypoctu.

V této scéné je naopak volen graf, ktery je nesouvisly. Pak z prvniho zvo-
leného vrcholu se dostaneme jen do nékterych vrcholt a kdyz je komponenta
zvoleného grafu probrana, dostaneme se do stavu, kdy neexistuji dosazené (ale
neprobrané) vrcholy a pfitom prohledédvéani neni ukonéeno, protoZe vrcholy v
dalsi komponenté nebo komponentach jsou jesté nedosazené. Pak se v bodé 2
voli znovu pocatek oznaceny cislem 0 a déle se pracuje v jeho komponenté.

V orientovaném pripadé se pripousti i grafy souvislé, které ale dovoluji
volit pocatek, aby do nékterych vrcholti z ného nevedla zadna cesta.

Scéna je koncipovana az na nesouvislost grafu podobné jako scéna pted-
chozi a vlastné nepfinasi nic nového nez poznatek, ze v nesouvislém grafu se
pro kazdou komponentu opakuje prohledavani tak, jak bylo ukdzano v minulé
scéne.
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Scéna: Prohleddvani do hloubky

Formalné je prohledévani do hloubky velmi podobné prohledavani do sitky:
dosazené vrcholy se také fadi do fronty, ale na rozdil od standardni fronty
pouzivané v pfredchozich dvou scénach, kterda byva oznacovana jako FIFO
(first-in-first-out, neboli volen je vrchol, ktery do fronty pfiSel prvni a je tedy
v ni nejdéle), prohledavani do hloubky pouziva frontu LIFO (last-in-first-out),
kde je vzdy vybran vrchol, ktery do fronty pfiSel jako posledni a je tedy v
ni nejkratsi dobu. LIFO fronta byva ¢asto nazyvana zdsobnik a tento nazev
budeme pouzivat i zde, abychom vyloucili zaménu s FIFO frontou. Zasobnik
pouzivany pri prohledavani do hloubky je ukazan v dolni ¢asti obrazovky tak,
aby bylo patrno, ze je k nému pristup jen z jedné strany.

Prohledavani do hloubky je pochopitelné mozné provadét i v orientovaném
grafu, ale v této scéné se omezime na neorientované grafy, protoze vlastnost,
o které budeme mluvit v zavéru scény a kterou budeme aplikovat pri hledani
artikulaci grafu, plati v jednoduché podobé jen pro neorientované grafy.

Zkuste si krokovat prohledavani do hloubky a jisté zjistite, ze se podoba
prohledavani bludisté, pri kterém si oznacujeme jiz navsStivend mista, kde
se chodby setkavaji (t.j. vrcholy grafu) a snazime se postupovat stale déle.
Zasobnik dosazenych vrcholt pfitom popisuje, kudy vede ¢ervend nit, kterou
si za sebou odvijime, abychom trefili zpatky do vstupu do bludisté. V appletu
si cestu odpovidajici posloupnosti vrcholt v zasobniku oznacujeme tak, ze
hrany, které do ni patii, maji cerveny podklad.

Za povsimnuti stoji, ze prohledavani do hloubky se 1isi od prohledavani do
§irky tim, ze se vSechny hrany vychéazejici z jednoho vrcholu neprohledavaji
najednou: jestlize z jistého vrcholu v vedou dvé neprobrané hrany a prechodem
po prvni z nich se dostaneme do nedosazeného vrcholu w, pak za¢neme hned
probirat vrchol w a druhou hranu vychézejici z v odlozime na pozdéji.

Scéna: Strom prohleddvani do hloubky

Predchozi scénu zopakujeme s tim, Ze dosaZzené vrcholy budeme piemisto-
vat tak, aby byl dobie usporadan vysledny strom prohledavani. Vrcholy grafu
prohledavaného do hloubky budeme také ¢islovat v poradi, v jakém byly do-
sahovany. Toto ¢islovani nemé na prvni pohled zadnou bezprostiedni aplikaci
podobnou rozdéleni do vrstev pfi prohledavani do sirky. Ukazeme ale, ze pro-
hledavani do hloubky ma& jednu zajimavou vlastnost, ktera se sice mize zdat
na prvni pohled k ni¢emu, ale je na ni mozno zalozit nékolik velmi rychlych
algoritmu pro feseni riznych problémi teorie grafu, z nichZ jeden uvidime v
poslednich tfech scénach této kapitoly.

Provedte prohledavani az do konce a pak se podivejte na strom uziteénych
hran (tedy hran s bilym podkladem). Zvolte si libovolnou neuzite¢nou hranu
a nazvéte jeji konce jako v a w. Pak bud v leZi na (jednoznacéné urcené)
bilé cesté slozené z uzite¢nych hran z w do pocatku nebo naopak w lezi na
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(jednoznaé¢né urcené) bilé cesté z v do pocatku. Jinymi slovy, jeden z koncii
libovolné neuzitecné cesty musi byt predchidcem druhého z koncu ve stromu
uziteénych hran. Znamena to, Ze neuzitecna hrana nemuze byt prickou mezi
dvéma ruznymi vétvemi bilého stromu.

Scéna: Komponenty grafu

V této scéné si ukdzeme, jak se hledaji komponenty grafu. Pfitom se ome-
zime na neorientované grafy; pojem komponenty je také mozno definovat pro
orientované grafy, ale je komplikovanéjsi a komponenty orientovaného grafu
se také obtiznéji hledaji a proto se jimi v této knize zabyvat nebudeme.

Rekneme, ze dva vrcholy neorientovaného grafu patii do stejné kompo-
nenty, pokud se z jednoho z nich po hranach dostaneme do druhého. Mnozina
vrchola se tedy rozpadne do navzajem disjunktnich podmnozin, které nazy-
vame komponenty. Pro ¢tenare vzdélaného v diskrétni matematice uvadim,
ze relace “byt ve stejné komponent&” je ekvivalence (je reflexivni, symetrickd
a tranzitivni) a komponenty jsou ekvivalenéni tfidy této ekvivalence. Ostatni
at se podivaji na obrazovku a jisté komponenty zobrazeného grafu jasné uvidi
(Algovize vytvari graf zamérné tak, aby komponenty nebyly zapleteny do
sebe).

Komponenty vlastné jiz umime urcovat: prohledavejte graf libovolnym
zpusobem popsanym vyse v této kapitole, tedy postupem podle obecného al-
goritmu z prvni scény a nebo tfeba prohledavanim do Sitky nebo do hloubky.
Kdyz vybereme vrchol v bodé 2 primo z nedosazenych vrcholi, za¢iname no-
vou komponentu. VSechny vrcholy, které jsou poté oznacovany za dosazené
v bodé 1.(b).i, patii do stejné komponenty a v okamziku, kdy zjistime, ze v
grafu nejsou zadné dosazené vrcholy, probirani komponenty skonéilo (a pokud
neni probran cely graf, za¢ne vzapéti zpracovavani dalsi komponenty).

Zkuste si prohledavani, v této scéné nejsou probrané vrcholy ¢erné, ale maji
tmavé barvy volené tak, ze vrcholy kazdé komponenty jsou obarveny stejné,
ale razné komponenty pouzivaji rizné barvy. Prepnuti barev pro probrané
vrcholy se tedy provadi pii kazdém vstupu do bodu 2 algoritmu.

Scéna: Artikulace grafu

V této scéné se budeme zabyvat opét jenom neorientovanymi grafy. Na
rozdil od predchozi scény, kde by pouziti souvislych grafi neukazovalo dosta-
teéné nazorné pouziti prohledavani pri hledani komponent, se zde omezime
na grafy, které jsou sice souvislé, ale své souvislosti mohou snadno pozbyt.

Artikulace v souvislém grafu je vrchol, jehoZ vynechénim (spolu s hranami,
které z tohoto vrcholu vychazeji) se graf stane nesouvislym. Jinymi slovy, graf
se po vytrzeni vrcholu rozpadne na alespon dva kusy, které nejsou zadnym
zpusobem propojeny. Jesté jinak je vrchol u artikulace, jestlize existuji dva
vrcholy v a w takové, Ze kazda cesta z v do w musi prochazet pres u.
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V grafu na obrazovce jsou artikulace oznaceny ¢ervenym podkladem pod
obrazkem vrcholu. Cilem této scény je pouze pojem artikulace osvétlit; jejich
hledanim se budeme zabyvat v pristi scéné.

Pojem artikulace se také da definovat na zakladé 2-souvislych komponent.
Rekneme, 7e mnozina A vrcholii je 2-souvisld, jestlize pro kazdé dva rtizné
vrcholy v,w € A existuji alespon dvé cesty spojujici v a w, které maji spo-
le¢né pouze tyto koncové vrcholy. Rekneme, Ze mnozina vrcholi je 2-souvisld
komponenta, pokud je 2-souvisla a neni vlastni ¢asti jiné 2-souvislé mnoziny.

Zvolte si na ovladaci Ukaz 2-komponenty a klepnéte na néktery vrchol,
ktery neni artikulaci. Vrcholy 2-souvislé komponenty, ktera obsahuje zvoleny
vrchol, se zbarvi ruzové. Povsimnéte si, Ze soucasti komponenty obecné jsou
i artikulace. (Klepnuti mimo vrchol vrati zvolené 2-souvislé komponenté jeji
ptvodni barvu).

Nyni si zvolte na ovladac¢i Ukaz cesty a klepnéte do dvou riznych vrcholi
zvolené 2-souvislé komponenty. Objevi se dvé cesty, které zvolené vrcholy
propojuji a s vyjimkou koncti nemaji spolecné vrcholy. Pohrajte si s volbou
2-souvislych komponent a propojujicich cest, aby vam bylo dostatecné jasné,
co to 2-souvislé komponenty jsou. (Pokud zvolené vrcholy nejsou ve stejné
2-souvislé komponenté, neobjevi se cesty, ale chybové hlaseni).

Patrneé jste si vsimli, ze kazdy vrchol se nachazi alespon v jedné 2-souvislé
komponenté a predevsim, ze artikulace jsou prdvé ty vrcholy, které lezi ve
vice komponentach. Jinymi slovy, artikulace jsou priniky 2-souvislych kom-
ponent. (To také vysvétluje, pro¢ kdyz jste klepli pti ukazovani 2-souvislych
komponent na artikulaci, nic se nestalo - ne proto, Ze by nebyla obsazena
v zadné 2-souvislé komponenté, ale presné naopak: lezi ve vice 2-souvislych
komponentach najednou a neni jasné, ktera z nich by méla byt zvyraznéna a
jiné ne).

Scéna: Hleddni artikulact

V minulé scéné jsem vysvétlil, co to je artikulace v neorientovaném grafu.
Zde si ukazeme patrné nejrychlejsi algoritmus pro hledani artikulaci.

Popisovany algoritmus je prohledavani grafu do hloubky, doplnéné o zis-
kévani dalsich udajt, na zakladé kterych kazdému vrcholu v pfitadime dvé
¢isla P(v) a LOW PT(v). Prvni je pofadové ¢islo vrcholu; jestlize vrchol v byl
dosazen jako k-ty, bude P(v) = k. Druhé ¢islo bude vysvétleno pozdéji. Pied
zacatkem prohledavani je tfeba manudlné oznacit vrchol, ze kterého se bude
prohledavat (tedy ktery bude jako prvni zvolen za dosazeny).

Prohledejte strom do hloubky bud po krocich knoflikem Krok nebo na-
jednou knoflikem Prohledej. Pak se podivejte podrobnéji na strom prohle-
davéni. Jelikoz kofen se chové odlisné od ostatnich vrchold, probereme jeho
vlastnosti pozdéji, nyni klepnéte na néktery jiny vrchol v stromu. Zvoleny
vrchol v zéervend, jeho naslednici ve stromu prohledavani zrazovi a vrcholy
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cesty z korene do zvoleného vrcholu ve stromu prohledavani zmodraji.

Barva uzitecnych hran incidentnich se zvolenym vrcholem se zméni a bude
velmi blizka barvé pozadi, takze je dobtfe vidét, co by zbylo ze stromu pro-
hledavani, kdybychom vytrhli zvoleny vrchol v. Komponenty tohoto stromu
by byly jednak podstromy zakofenéné v synech zvoleného vrcholu (které jsou
rizové) a pak zbytek stromu, ktery zahrnuje modie zbarvené vrcholy cesty
z kofene k piedchidci zvoleného vrcholu v. Aby vrchol v nebyl artikulaci,
musi byt tyto komponenty propojeny do souvislého celku neuziteénymi hra-
nami. Aby bylo dobfe vidét, zda takové propojeni existuje, zbarvi se neuzi-
tecné hrany, které propojuji rizné komponenty stromu s vytrzenym v zelené
a ostatni neuzite¢né hrany (tedy hrany uvnit¥ komponent) takika splynou s
pozadim.

Z vlastnosti prohledavani do hloubky, které bylo uvedeno v prislusné scéné,
plyne, Ze modré vrcholy jsou navzajem propojeny uziteénymi hranami a mezi
souvislymi podstromy dvou rtznych syni zvoleného vrcholu v nemuize exis-
tovat zddnd hrana. Jinymi slovy, jakékoli hrana, kterd z takovych podstromi
vede ven, musi vést do v nebo do nékterého z modrych vrchol. Vzajemné
propojeni komponent stromu prohledavani s vytrzenym v, o kterych jsme
mluvili v pfedchozim odstavci, je tedy mozné jen tak, ze kaZdy z podstromu
synu vrcholu v je alespon jednou zelenou hranou spojen s nékterym modrym
vrcholem.

Tohoto pozorovani vyuzijeme nasledujicim zptsobem: pro kazdy vrchol w
ozna¢ime jako LOW PT'(w) je minimum z nasledujicich éisel:

P(w), a P(z) pro kazdy vrchol z, ktery je hranou spojen s w nebo s nékterym
jeho naslednikem ve stromu prohledavani.

Vyhodny zptsob vypoctu funkce LOW PT bude ukazan v nasledujici scé-
né, nyni se podivame, jak ji vyuzit pro urceni, zda je dany vrchol v artikulaci
(pFedpokldadam, zZe v je zvoleny ¢erveny vrchol na obrazovce).

Podstrom, urceny synem w vrcholu v ve stromu prohledavani je spojen
hranou s modrym vrcholem pravé kdyz LOW PT(w) < P(v): pofadova ¢isla
rizovych néslednikii vrcholu v jsou vétsi nez P(v), zatimco potfadova cisla
modrych vrchold cesty z kofene do v jsou mensi nez P(v). Jestlize néktery
vrchol z podstromu syna w vrcholu v je spojen s modrym vrcholem z, pak
podle definice je LOW PT(w) nejvyse rovné P(z), tedy méné nez P(v). Na-
opak, pokud je LOW PT(w) < P(v), pak néktery naslednik vrcholu w, tedy
prvek jeho podstromu, musi byt spojen s vrcholem z, pro ktery P(z) < P(v),
coz je mozné jen pro modré vrcholy.

Odtud jiz plyne nasledujici kritérium: nekofenovy vrchol v je artikulaci
pravé kdyz ma syna w ve stromu prohledavani do hloubky, pro kterého je
P(v) < LOWPT (w).

Zatrhnéte nyni volbu Ukaz LOWPT. Vrcholy stromu se rozsifi a bude
v nich ukazano oboji oéislovani ve tvaru P(v) : LOW PT(v). Volte si rtizné
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vrcholy v a sledujte platnost pravé uvedeného kritéria i jeho souvislost s tim,
jak jsou podstromy synt zvoleného vrcholu napojeny nebo nenapojeny pred
vrchol v do modré cesty.

Nakonec probereme, jak urcit, zda je artikulaci kofen. V jeho pfipadé nee-
xistuji modré vrcholy na cesté z kofene do jeho predchiidce a proto podstromy
jeho synii neni moZno nijak mezi sebou propojit, nebot jejich propojeni jinak
nez pres kofen by nutné potrebovalo pricku mezi podstromy, ktera ve stromu
prohledavani do hloubky neexistuje.

U kofene je proto kritérium velmi jednoduché: kofen stromu prohledavani
je artikulaci uvazovaného grafu praveé tehdy, kdyz ve stromu prohledavani do
hloubky ma alespon dva syny.

Scéna: Viypocet LOW PT

Tato scéna ukaze vypocet funkce LOW PT, kteréd byla definovana a pou-
Zita v predchozi scéné. Je snadné ovérit, ze LOW PT(v) je minimum z nésle-
dujicich ¢isel:

P(v), P(z), kde (v, z) je hrana grafu, a LOW PT(w), kde w je syn vrcholu v
ve stromu prohledavani.

Je to z toho divodu, ze hrany z naslednikt vrcholu v ve stromu prohleda-
véani, o kterych se v definici LOW PT'(v) v minulé scéné mluvi, jsou zahrnuty
v hodnotach funkce pro syny vrcholu v.

Algoritmus prohledavani do hloubky proto staci doplnit pro vypocet funk-
ce LOW PT takto:

1. pokud byl vrchol v vybran jako dosazeny pifimo v bodé 2 algoritmu
prohledavani (viz prvni scéna této kapitoly),
polozime LOW PT'(v) = P(v);

2. pokud byl vrchol w preklasifikovan na dosazeny po prichodu hranou
(v,w) v bodé 1.(b).i algoritmu prohledavani,
polozime LOW PT(w) = P(v);

3. pokud byla hrana (v, w) probrana a pfeklasifikovidna na neuzite¢nou v
bodé 1.(b).ii algoritmu prohledavani,
polozime LOW PT(v) = min(LOW PT(v), P(w));

4. pokud byl vrchol w oznaden za probrany v bodé 1.(a) algoritmu prohle-
davani a pokud neni poc¢atkem prohledavani a v je jeho otcem ve stromu
prohledavani,
pak polozime LOW PT(v) = min(LOW PT'(v), LOW PT(w)).

P1i prohledavani se v této scéné zobrazuje ¢islo pouzitého pravidla a cer-
venym podkladem je vzdy oznacen vrchol, jehoz LOW PT se zménilo.



132 KAPITOLA 13. PROHLEDAVANI GRAFU

Pii aplikaci pravidla 3. hrana (v, w) dosahuje k nékterému z pfedchtidctt
vrcholu v ve stromu prohledavani a proto muze snizit LOW PT (v) na hodnotu
P(w).

Poznamenejme jesté, ze vrchol v, ktery je otcem vrcholu w v 4. pravidlu, je
vrchol do kterého vede z w tlusta bila sipka na obrazku a zaroven ten vrchol,
ktery se objevi na vrcholu zasobniku dosazenych (ale neprobranych) vrcholi
prohledavani do hloubky, kdyz se vrchol w stane v bodé 1.(a) probranym a
tedy je ze zasobniku odebran.

Zkousejte si prohledavani raznych grafi z ruznych pocate¢nich vrchola
(poc¢ate¢ni vrchol je tfeba na zacatku zvolit) a sledujte obé ocislovani vr-
choli. Jejich vychozi hodnota je nastavena jakmile se vrchol stane dosazenym
(pro nedosazené vrcholy nejsou definovany) a hodnota P uz se dale neméni,
kdezto hodnota LOW PT se jesté muze zmensovat. Pii krokovani se navic
objevi kroky tupravy LOW PT pfi probrani neuzitetné hrany nebo po vy-
jmuti probraného vrcholu ze zasobniku. Pfi nich je zvyraznéno pozadi hodnoty
LOW PT, kterd by se mohla zménit a zvyraznéna bud probirana neuziteéna
hrana nebo hrana od probraného vrcholu k jeho ptredchtidci ve stromu i za-
sobniku.



Kapitola 14

Extremalni cesty v grafu

Tento applet ukazuje t¥i algoritmy pro hledani nejkratsi nebo nejlacingjsi cesty
v orientovaném grafu. Je dan orientovany graf spolu s cenami hran. Ceny jsou
Cisla prifazend hrandm a muzeme se na né divat jako na poplatek, ktery je
nutno zaplatit za projeti hranou. Cena muze byt i zaporna - z blize neurce-
nych divodi mutze cestovatel za projeti dostat zaplaceno misto aby platil. V
pripadé, kdy ceny hran musi byt nezdporné (napt. u Dijkstrova algoritmu),
pouzivame obvykle misto vyrazu “cena” oznaceni “délka” hrany a mluvime o
nejkratsi cesté. Cena nebo délka cesty je dana souctem cen nebo délek jejich
hran.

Dale je dany dva vrcholy v a w grafu a nasim tkolem je nalézt nejlacingjsi
cestu z v do w.

V praxi je takto formulovand tloha (nalezeni nejlacinéjsi cesty mezi dvéma
zvolenymi vrcholy) nejcastéjsi, ale vSechny dosud znamé algoritmy ji fesi tak,
7e hledaji nejlacingjsi cestu z jednoho vrcholu do vSech (nebo dudlné ze vsech
vrcholtt do jednoho). Problém “z jednoho do jednoho” se od problému “z jed-
noho do vsech” lisi jen tim, Ze hledani z jednoho do jednoho lze nékdy ukoncit
diive - kdyz je nalezena prokazatelné nejkratsi cesta do cilového vrcholu.

Jak se ukazuje, potiz s nejlacinéjsi cestou mezi dvéma vrcholy u a v muze
nastat v pripadé, kdy néktera cesta se dotyka cyklu, ktery ma zaporny soucet
cen hran. V takovém pripadé neexistuje nejlacin€jsi cesta z v do v, protoze
je mozno z u dojit do nékterého vrcholu zaporného cyklu, ten pak mnoho-
krat obéhnout a pak teprve dojit do v. Cim vickrat se cesta obé&hne, tim je
“lacinéjsi” je cesta (jeji cena je zdpornéjsi) a minimum z cen takovych cest
neexistuje.

Pokud by nas zajimala nejlacinéj$i prostd cesta, dostali bychom tlohu,
ktera je sice jednoznac¢né a korektné definovana, ale NP-tézka. Je mimo ramec
této knihy rozebirat teorii NP-uiplnosti, ale zhruba feceno to znamena, ze
nejsou znamy dostateéné rychlé algoritmy, které by ji fesily (a mozné takové
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algoritmy ani neexistuji). Proto je tfeba néjakym zpusobem omezit zadani
tlohy hledani nejlacinéjsi cesty mezi danymi dvéma vrcholy. Kazdy z nasich
tf algoritmt bude predpokladat omezeni jiné sily a lze fici, Ze ¢im silnéjsi
omezeni, tim jednodussi a rychlejsi algoritmus muzeme najit.

Prvni algoritmus, ktery budeme nazyvat algoritmus kritické cesty, protoze
je zdkladem pro zndmou metodu kritické cesty (CPM - critical path method)
a PERT (program evaluation and review technique), vyzaduje, aby graf byl
acyklicky, to znamend, aby v ném neexistoval viibec zadny orientovany cyklus.
Vymeénou za velmi silné omezeni vstupnich dat dostaneme velmi jednoduchy
a rychly algoritmus (pracuje v ¢ase umérném souétu poc¢tu vrchold a hran
grafu). Pokud je algoritmu dén graf s cyklem, pak to pozné a miize byt upraven
tak, aby v takovém piipadé (néktery) cyklus popsal.

Druhy algoritmus je Dijkstriiv algoritmus z roku 1959, ktery vyzaduje, aby
ceny hran byly nezdporné, ale pripousti cykly. Vzhledem k tomu, ze v mnoha
aplikacich hrany byvaji fyzicky existujici spoje, naptiklad silnice, Zeleznice
nebo elektricka vedeni mezi mésty a ohodnoceni hran obvykle souviseji s jejich
délkou, neni pozadavek nezapornosti cen hran obvykle omezujici.

Vyhodou Dijkstrova algoritmu je jeho jednoduchost a rychlost. Primitivni
implementace pracuje v ¢ase O(n?), zatimco p¥i pouziti pokroéilych datovych
struktur (napf. Fibonacciova halda) pracuje v ¢ase O(nlogn + m), kde n je
pocet vrcholtt a m je pocet hran grafu. Poznamenejme, Ze platnost vstupni
podminky nebo ptipadny dtvod jeji neplatnosti je mozno ovérit velmi snadno
probranim hran.

Nejobecnéjsi vstupni podminku z algoritma zde uvedenych méa Bellman-
Fordiv algoritmus, vychézejici ze dvou pivodnich praci Bellmana (1958) a
Forda (1962). Tomu staéi, aby v grafu neexistoval cyklus se zdpornym souc¢tem
cen hran, ktery je dosazitelny z vychoziho vrcholu. Jak bylo uvedeno vyse,
pokud by takovy cyklus existoval, neni dobfe mozné nadefinovat, co to je
nejkratsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy, takze lze Fici, ze Bellman-Fordiv
algoritmus je mozné pouzit vzdy, kdy zadani dava smysl.

Bellman-Forduv algoritmus je také pomérné jednoduchy, ale za obecnost
vstupni podminky platime rychlosti vypoctu. Odhad pro dobu vypoctu v
nejhorsim ptipadé je O(n(n + m)), kde n je pocet vrcholt a m je pocet hran
grafu, coz je podstatné horsi odhad nez v predchozich dvou pfipadech a proto
je Bellman-Fordiv algoritmus ve vétsiné pripadi méné vyhodny nez Dijkstriv
algoritmus. Méa ale dalsi, piivodné asi nezamyslenou oblast pouziti: detekci
zaporného cyklu v grafu, coz je tloha, ktera se vyuziva napriklad pii hledani
nejlacinéjsiho maximalniho toku v siti.
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14.1 Algoritmus kritické cesty

Scéna: Topologické usporadani acyklického grafu

Zakladem pro metodu kritické cesty je t. zv. topologické usporadani acyk-
lického orientovaného grafu. Je to uspotadani vrchola grafu do posloupnosti
U1,..., Uy, tak, ze je-li (v;,v;) orientovand hrana grafu, pak ¢ < j. Hrany tedy
jdou vyhradné “zleva doprava”.

Je ziejmé, ze pokud je v grafu orientovany cyklus, topologické usporadani
vrcholi nemiize existovat. Toto tvrzeni plati i naopak: pokud v orientova-
ném grafu neni orientovany cyklus, pak existuje topologické usporadani jeho
vrcholl. Zde si to ukazeme pro konecné grafy.

Pokud je dan orientovany konecny graf bez cyklu, pak nasledujici postup
topologické uspoiradani vzdy najde:

Vrcholy oznacime ¢ervenou barvou a potom dokud alespon jeden vrchol zi-
stava cerveny, opakujeme nasledujici programovy cyklus:

zvolime libovolné ¢erveny vrchol, do kterého nevede zadna hrana zacinajici v
jiném cerveném vrcholu, a obarvime jej na zeleno.

Jestlize se vrcholy ocisluji v pofadi, v jakém se stavaly zelenymi, dostaneme
zcela zjevné topologické usporadani vrcholi.

Na zacatku i po kazdém stisknuti knofliku Novy graf vam Algovize pied-
lozi acyklicky graf. Postupné klikejte na ¢ervené vrcholy, do kterych nevede
hrana z jiného cerveného vrcholu. Kliknuty vrchol zezelena a premisti se do
horni ¢asti obrazovky, kde se nakonec vrcholy seradi v topologickém uspofa-
dani. Algovize vas také upozorni, kliknete-li na Spatny vrchol.

Scéna: Vrchol nulového stupné v acyklickém grafu

Postup v minulé scéné je korektné definovan pouze v ptipadé, Ze pro libo-
volnou mnozinu ¢ervenych vrcholt v koneéném acyklickém orientovaném grafu
existuje alespon jeden jeji vrchol, do kterého nevede zadné hrana z ¢erveného
vrcholu. V minulé scéné jste jisté takovy vrchol vzdy nasli; nyni ukdzeme, ze
tomu tak vzdy musi byt.

Predpokladejme opak a ulozme znacku do libovolného ¢erveného vrcholu.
Do vrcholu se znackou vede alespon jedna hrana z ¢erveného vrcholu. Jednu z
nich vybereme a znacku presuneme proti sméru hrany. Tim se dostaneme zase
do ¢erveného vrcholu. Posun proti sméru hrany do jiného ¢erveného vrcholu
muzeme opakovat a tento pohyb miize trvat do nekonecna. Jelikoz ale je graf
konec¢ny, dostali bychom se po jisté dobé do vrcholu, kde jsme jiz byli, coz by
znamenalo, Ze jsme v protisméru obéhli cyklus v grafu - to by ale byl spor s
predpokladem, ze je graf acyklicky.
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V konecném acyklickém orientovaném grafu se tedy pohybem proti sméru
hran v ramci mnoziny ¢ervenych vrcholi musime dostat do vrcholu, ze kterého
neni pokrac¢ovani, to znamena do vrcholu do kterého nevede ¢ervena hrana.

Zkuste si generovat ndhodné grafy knoflikem Novy graf nebo je vytva-
fet editorem, poté klepnutim na néktery vrchol do ného vlozit znacku a pak
knoflikem Krok couvat v grafu nebo knoflikem Animace couvani spustit jako
souvislou akci. Couvat je mozno i manudalné, kliknutim na pfislusnou hranu.
Hrany, pres které se couvalo se barevné odlisi. V zavislosti na tom, jaky byl
vytvofen graf, couvani znacky vede bud k nalezeni vrcholu, do kterého nevede
zddna hrana, nebo naopak k nalezeni cyklu. V obou pfipadech je vysledek
zZvyraznén a oznamen.

Je tedy zfejmé, Ze v acyklickém grafu tedy vzdy nalezneme vrchol bez
vstupni hrany. Jelikoz podgraf acyklického grafu je zase acyklicky, dojde ke
stejnému vysledku i po odtrzeni libovolného poc¢tu vrcholi z pivodniho grafu.
Celkové tedy vidime, Ze je mozno graf topologicky usporadat pravé kdyz je
acyklicky. Z vysSe uvedeného vyplyva i neptilis rychly algoritmus, ktery topo-
logické usporadani najde nebo prokaze, ze neexistuje.

Scéna: Rychlé urceni topologického uspordddani

Urcovani cerveného vrcholu, do kterého nevede hrana z zadného jiného
cerveného vrcholu, bylo v pfedchozi scéné provadéno zpiisobem, ktery sice po-
skytl existencéni ditkaz topologického usporadani, ale pro svoji pomalost neni
vhodny pro prakticky vypocet. Kdyz jiz ale vime, ze v kone¢ném acyklickém
grafu takovy vrchol musi vzdy existovat, 1ze algoritmus provadét daleko 1épe.

U kazdého ¢erveného vrcholu si budeme poznamenavat, kolik hran do ného
vede z Gervenych vrchold (a pro vrchol v budeme tento pocet oznacovat jako
D(v)). Déle si budeme pamatovat mnozinu ) ¢ervenych vrcholt v, pro které
je D(v) = 0.

Algoritmus pracuje nésledujicim zptsobem (pfedpoklddame, ze vSechny
vrcholy jsou na zacatku cervené):

Krok: Nulovdni pole D a mnoziny Q
Pro kazdy vrchol v se polozi D(v) = 0 a polozi se @ = 0. ¢

Krok: Uréeni stuprii

Pro kazdou hranu (u,v) grafu se D(v) zvysio 1. ¢

Krok: Inicializace mnoZiny Q

Pro kazdy vrchol v se ovér, zda D(v) = 0 a pokud tomu tak je, pak se v
vlozi do Q. ¢
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Krok: Cyklus

Dokud je mnozina @) neprazdnéa, provadi se nasledujici akce:
vybere se libovolny vrchol v z mnoziny (), prebarvi se na zeleno a pro kazdou
hranu (v, w) vychdazejici ze zvoleného vrcholu v se D(w) snizi o 1 a pokud tim
klesne na nulu, zafadi se w do mnoziny Q. ©

Uvedeny postup je na obrazovce ilustrovan takto:

Vrcholy, které patii do mnoziny @ jsou zobrazeny na bilém podkladé. Hodnota
D(v) je udéna &iselné vedle vrcholu v. Vrcholy pfebarvené na zeleno se fadi
podobné jako v minulé scéné.

Vypocet je mozno provadét v krocich, skocich nebo souvislou animaci.
Skoky provadéji operace nulovani, urceni stupnu a inicializace ) najednou,
kroky se provadéji po jednotlivych vrcholech, resp. hranach. Dale se skokem
provedou vsechny akce spojené s obarvenim jednoho vrcholu na zeleno na-
jednou, kroky nejprve piebarvi a presunou vrchol a pak probiraji po jedné z
ného vychazejici hrany.

Scéna: Algoritmus kritické cesty

Jakmile je topologické usporadani vrcholu acyklického orientovaného grafu
urceno, je velmi snadné nalézt ceny nejlacinéjSich cest z daného vychoziho
vrcholu vy do v8ech ostatnich vrchola grafu.

Kazdému vrcholu v bude pfifazena proménna L(v). Nejprve vrcholu vg
prifadime hodnotu 0 a vSem ostatnim vrcholiim hodnotu oo (pokud u vrcholu
v zlstane az do konce vypoctu, bude to znamenat, ze do vrcholu nevede z vg
zadna orientovana cesta; v pribéhu vypoctu bude znamenat, ze zadna takova
cesta dosud nebyla nalezena).

Potom prochéazime vrcholy v poradi daném topologickym usporadanim a
kazdému vrcholu v pfifadime minimum pfes vSechny hrany h = (w, v) vedouci
do v z hodnot L(w) + W (h), kde W (h) je cena hrany h.

Pokud je pro nékterou hranu (w,v) hodnota L(w) rovna oo, pak pochopi-
telné také L(w) + W (h) = oo (pokud se z vy nedostanu do w, pak se také z
v pFes w nedostanu do v). Jestlize do vrcholu v nevede hrana, pak zlstane
L(v) rovno oo (je na to mozno se také divat tak, ze minimum pfes prazdnou
mnozinu hran je oo, coz je béZné matematickd konvence).

Povsimnéte si, Ze pokud (w, v) je hrana, pak w pfedchazi v v topologickém
uspofddani a proto v okamziku vypocétu L(v) je hodnota L(w) jiz uréena.
Toto je presné duvod, pro¢ pii vypoctu potifebujeme topologické usporadani
vrchold.

Projdéte si nyni cely vypocet; v zavislosti na volbé na ovladaci se budto
vypocet topologického usporadani krokuje jako bylo uvedeno vyse nebo se
provede najednou.
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14.2 Dijkstrav algoritmus

Scéna: Dijkstriv algoritmus staticky

Dijkstrav algoritmus pfipousti v grafu cykly, ale na druhé strané na roz-
dil od algoritmu kritické cesty dovoluje jen hrany s nezapornou cenou. Misto
“cena” budeme v této subkapitole fikat “délka”. Délku hrany h = (u,v) bu-
deme oznacovat ¢(h) nebo ¢(u,v).

Pravidelné nejcastéjsi aplikaci algoritmii pro hledani nejkratsi cesty je si-
tuace, kdy hrany grafu jsou silnice nebo Zeleznice spojujici mésta nebo jiné
fyzické oblasti a cena hrany je déna jeji fyzickou délkou. V takovych ptipa-
dech jsou délky hran kladné a proto uvedené omezeni neni v praxi vétsinou
zavazné.

Dijkstrav algoritmus je v zasadé specidlnim pripadem prohledavani grafu
a proto zde budeme pouzivat terminologie, zavedené pro prohledavani. Vr-
choly budou klasifikovany jako nedosazené, dosazené a probrané. Déleni hran
na probrané a neprobrané zde sice neni prili§ potfeba, ale budeme se ho také
drzet. Casto ale budeme pouzivat déleni probranych hran na uziteéné a neu-
Zitecné.

Na rozdil od prostého prohledavani zde jesté budeme pro kazdy vrchol
v pouzivat proménnou F(v) (z anglického FEstimation, tedy odhad), kterd
bude predstavovat horni odhad vzdalenosti z po¢atku do vrcholu v a na konci
vypoctu se této vzddlenosti bude rovnat. Zhruba fefeno, E(v) udava délku
zatim nejkrat$i znamé cesty do vrcholu v; co to znamend “zatim nejkratsi
znama” cesta vysvétlim pozdéji.

Dijkstriv algoritmus pouziva nasledujici strategii vybéru dosazeného vr-
cholu jako vychoziho vrcholu pro prochazeni hranami: jako aktivni se vybere
dosazeny vrchol v minimalizujici hodnotu E(v) mezi dosazenymi vrcholy a
proberou se vSechny hrany z tohoto vrcholu vychazejici. Hodnoty proménné £
pro nékteré dosazené vrcholy se pfi tom mohou ménit a nékterym diive nedo-
sazenym vrcholtim se pii jejich dosazeni nastavi poc¢atecni hodnota proménné
E, ale uvidime, Ze tyto hodnoty nebudou nikdy mensi nez F(v) zvoleného
vrcholu v.

Probrani hrany (v, w) vlastné znamena, ze jsme prozkoumali novou cestu
nebo cesty do w, které vyuzivaji dosud znamou cestu nebo cesty do u pro-
dlouzené o hranu (v, w) tak, aby kondéila(y) az ve w. Jak jsme Fekli, nejkratsi
“dosud znama” cesta do v mé délku E'(v) a tedy jeji prodlouzeni o hranu (v, w)
znamend, Ze také zndme novou cestu do w, kterd ma délku E(v) + £(v, w).
Pokud je soucasna hodnota E(w) vétsi nez toto ¢islo, pak jej na délku pravé
objevené cesty pres v snizim.

Algoritmus tedy pracuje takto:
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pocatek vy se oznadi jako dosazeny a polozi se E(vg) = 0;
ostatni vrcholy se oznaci jako nedosazené;
pak dokud existuje alespoii jeden dosazeny (ale neprobrany) vrchol, opakuje
se nasledujici ¢innost:
jako v se oznadi dosazeny vrchol, ktery mé nejmensi hodnotu E(v);
pro kazdou hranu (v, w) vychazejici z v se provede nasledujici:
jestlize v je nedosazeny, pak se preklasifikuje na dosazeny
a polozi se E(w) «— E(v) + {(v,w);
jinak pokud E(w) > E(v) + (v, w),
tak se polozi F(w) « E(v) + {(v, w);
po probrani vSech hran vychéazejicich z v se v oznaci za probrany.

Vybrany vrchol v, ktery se probird v cyklu algoritmu, budeme pro zjed-
noduseni vykladu nazyvat aktivni vrchol.

Zkuste si vypocet algoritmu pro graf na obrazovce nebo graf, ktery si
sami vytvorite nebo zvolite z nabidky prikladi. Poznamenavam, ze se dr-
zime barevné klasifikace vrcholt a hran, zavedené v kapitole o prohledavani:
nedosazeny vrchol zluty, dosazeny zeleny, probrany vrchol ¢erny, neprobrana
hrana modra a probrand cerna. Vyjimky z tohoto pravidla budou pocatek
(na zacatku vypoétu modry), aktivni vrchol v a probirana hrana budou ¢er-
vené a konec w probirané hrany vychéazejici z cerveného v bude rtzovy. U
kazdé hrany je poznamenana jeji délka, u probranych a dosazenych vrchold
je uvedena hodnota E(v).

Pod nékterymi hranami se také objevuji zpétné bilé sipky, ukazujici pro
konec hrany, odkud jsme se do ného dostali. Jestlize je probirana hrana (v, w)
vedouci ze zvoleného dosazeného vrcholu v do nedosazeného vrcholu w, objevi
se po probrani bila Sipka vedouci z w zpét do v a ukazujici, odkud jsme se do
w poprvé dostali.

Proti kapitole o prohledavani zde je ale jistd zména: pokud je pti probi-
rani hrany (v,w) vrchol w dosazeny, ale dojde ke zméné E(w) (tedy platilo
E(w) > E(v)+£(v,w)), pak bila sipka, ktera jiz z vrcholu w nékam sméfovala,
se presmeéruje do vrcholu v. Bila Sipka tedy neukazuje, odkud jsme se do vr-
cholu w dostali poprvé, ale odkud jsme se do ného dostali nejlépe (nejkratsim
zpusobem).

Na zacatku vypoctu muzete klepnutim na vrchol zvolit jiny pocatek nebo
o to pozadat Algovizi. Zkuste si vypocet algoritmu projit; je mozno nechat
zobrazit zjednoduSeny program, ve kterém je zvyraznén pravé provadény pri-
kaz.

V néazvu scény je slovo “staticky”. Netyka se vlastniho algoritmu nebo
jeho vypoctu, ale toho, jak vypocet ukazujeme na obrazovce. V této scéné se
polohy vrcholt grafu neméni (proto staticky) a prubéh vypoctu je znazoriio-
van ménicimi se barvami vrchold a hran. Vypocet proto neni prili§ nazorny,
takze krokovanim algoritmu v této scéné nemusite stravit prilis mnoho casu.
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V nésledujici scéné si vSe zopakujeme, ale graf prekreslime tak, aby bylo 1épe
patrno, co se ptfi vypoctu déje.

Scéna: Dijkstriv algoritmus

V této scéné se vypocet ze scény predchozi zopakuje jesté jednou, ale
(podobné jako jsme to délali u prohledévéani) vrcholy budeme presouvat tak,
aby vypocet byl nazornéjsi; pochopitelné se zachovanim propojeni vrchola
i vSech ohodnoceni vrchold a hran. Jelikoz je ale $itka okna na obrazovce
obvykle vétsi nez jeho vyska, nebudeme vznikajici strom kreslit obvyklym
zpusobem shora dold, ale zleva doprava, protoze tak ziskdme vice prostoru
pro pohyb vrchola.

Nez zahajime vlastni vypocet, pfesune se zvoleny pocatek do levé casti
obrazovky do tmavéjsi oblasti, uréené pro dosazené vrcholy a ostatni vrcholy
se natlac¢i doprava do svétlé oblasti, ve které budou nedosazené vrcholy. Do-
sazené vrcholy budou v tmavéjsi oblasti uloZzeny a presouvany tak, ze jejich
y-ové soufadnice (vyska) bude zistavat stale stejnd, ale x-ova souradnice vr-
cholu v (nebo presnéji rozdil z-ové soufadnice vrcholu v a z-ové soufadnice
pocéatku) bude tmérna hodnoté E(v).

U vrchold, pro které je E(v) definovano, je uvedena dvojice ¢isel E(v) :
D(v), kde D(v) je vzdalenost vrcholu v od pocatku. Hodnota D(v) je éislo,
které mame nakonec vypocitat a uvadim jej proto, abyste proti nému mohli
sledovat, jak vypocet postupuje.

Jestlize je probiréan vrchol v a z ného vystupujici hrana (v, w), pak pokud
byl vrchol w nedosazeny a tedy lezel ve svétlé oblasti napravo, je vrcholem
v “pritazen” do tmavéjsi oblasti dosazenych vrcholt a to do mista urcéeného
odhadem E(w) = E(v) + {(v,w). Jak daleko napravo od vrcholu v se rizovy
vrchol w zastavi je ddno délkou hrany (v, w). Jelikoz jsme predpokladali, ze
tato délka je mezdpornd, nemuze se nikdy stat, Ze by se pohybujici se riazovy
vrchol w zastavil az vlevo od cerveného vrcholu v. Toto je misto, kdy je
predpoklad nezapornosti kli¢ovy pro spravnou funkei algoritmu.

Pokud byl jiz rizovy vrchol w dosazeny, pak zavisi na tom, zda se zméni
hodnota E(w). Pokud se nezméni, rzovy vrchol w se nepohne; v opaéném
pripadé se posune doleva, coz graficky vyjadfuje sniZeni hodnoty F(w) na
E(v) 4+ ¢(v,w). Z toho je ihned vidét, Ze se sice rtizovy vrchol posune doleva,
ale ani v tomto pfipadé se nemtze dostat doleva od ¢erveného vrcholu v.

Jakmile je ¢erveny vrchol probran, posune se zleva hranice tmavé modré
oblasti (kterd na zac¢atku neexistovala). Tmavé modra oblast zahrnuje pro-
brané vrcholy.

Nyni je velmi nazorné vidét, ze ohodnoceni E vrcholt se méni velmi pfi-
rozenym zpusobem:

1. pro nedosazené vrcholy v (ve svétlém pasu vpravo) neni F(v) definovano;



14.2. DIJKSTRUV ALGORITMUS 141

2. pro dosaZené vrcholy (stfedni pas) a probrané vrcholy (tmavy pas vlevo)
je E(v) definovano;

3. hodnota E(u) libovolného probraného vrcholu u je mensi nebo rovna
hodnoté E(v) libovolného dosazeného vrcholu v;

4. hodnoty E(u) probranych vrcholii v v tmavé modré oblasti vlevo se
neméni a jsou usporadany v poradi ve kterém se vrcholy stavaly pro-
branymi;

5. pro libovolny probrany vrchol u je E(u) rovno D(u), vzdélenosti u od
pocatku;

6. pro dosazeny vrchol v s minimalnim FE(v) mezi dosazenymi vrcholy v je
také E(v) = D(v).

Provadéjte si vypocet a sledujte, ze uvedena tvrzeni skutecné plati. Zu-
stante zde, dokud vam nebudou zcela pfirozena a ziejma.

Tvrzeni 1 a 2 plynou ihned z popisu algoritmu: inicializace hodnoty F(v)
nastava soucasné se zménou klasifikace vrcholu.

Tvrzeni 3 je trividlné platné po provedeni inicializace a staci ukazat, ze se
¢innostmi spojenymi s probranim vrcholu v neporusi a tedy ztstane v plat-
nosti az do konce vypoc¢tu. V okamziku, kdy je zvolen a oznacen c¢ervenou
barvou jisty dosazeny vrchol v, je jeho odhad E(v) minimalni mezi dosaze-
nymi vrcholy. Béhem zpracovani cerveného vrcholu v se odhady E ostatnich
dosazenych vrcholt mohou ménit a mohou pribyvat nové dosazené vrcholy,
ale, jak jiz bylo uvedeno vyse, zadny z takovych vrcholi se nemtize posunout
vlevo od aktivniho ¢erveného vrcholu v a proto odhad tohoto vrcholu ziistava
miniméalni az do konce zpracovani, kdy je pfesunut mezi probrané vrcholy.

Nové probrany vrchol proto ma svij odhad mensi nebo roven nez je od-
had pro vrcholy, které ztustavaji dosazené, ale neprobrané, takze se tvrzeni 3
neporusi. Navic odhad ¢erveného probiraného vrcholu slouzi jako “zarazka”
pro hodnoty odhad® ostatnich dosazenych vrcholti, které nemohou klesnout
na mensi hodnotu (jinak feceno tyto vrcholy se nemohou dostat vlevo od cer-
veného vrcholu na obrazovce), ale pfitom probrané vrcholy jsou vSechny vlevo
od zarazky (nebo maximalné na jeji irovni) a maji proto sviij odhad nejvyse
rovny odhadu pro zarazku.

Z podminky 3 a nezapornosti cen hran ihned vyplyva, ze podminka

E(w) > E(v) 4+ £(v,w)

pfi probirani dosazeného vrcholu v nebude nikdy splnéna pro probrany vrchol
w.

7 praveé popsaného vykladu také vyplyva platnost tvrzeni 4: kdyz je vrchol
v zalazovan mezi probrané, byl jesté pfed chvilkou dosazeny a jeho odhad byl
tedy alespon tak velky jako nejvétsi dosavadni odhad pro probrany vrchol.
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scénach a zatim jen sledujte, Ze jsou platné. Mozna vas jiz pri tom napadne
proc.

Scéna: Odhad vzddlenosti

V této scéné budeme provadét stejny vypocet s vyuzitim stejné grafické
Upravy a animaci jako ve scéné predchozi, ale budeme sledovat jinou vlast-
nost vypocétu. Z kazdého probraného nebo dosazeného vrcholu (s vyjimkou
pocatku) vychazi bila tlustd zpétna Sipka a z libovolného probraného nebo
dosazeného vrcholu je podle téchto Sipek mozno jit az do pocatku. Proti sméru
bilych sipek pak z po¢atku do daného vrcholu vede jednoznac¢né urcend cesta,
které budeme tikat standardni cesta. V této scéné si budeme vsimat toho, ze

e pro kazdy probrany nebo dosazeny vrchol u je E(u) rovno délce stan-
dardni cesty do u.

Soucasné se ¢tenim nasledujiciho textu si prochézejte na obrazovce vypo-
cet Dijkstrova algoritmu a sledujte, jak se tam vSe projevuje.

Na zacatku vypoctu tvrzeni trividlné plati, protoze se tyka pouze pocatku.
Dokazeme, zZe se nikdy nemuze pokazit. Sledujme, co se déje pri probirani
vrcholu v, predpokladajice, ze kdyz byl vrchol v vybran, tvrzeni platilo. Mimo
jiné to znamend, Ze standardni cesta z poc¢atku do vrcholu v mé délku E(v).
Uvazujme nyni probirani néjaké hrany (v, w).

Jestlize byl vrchol w dosud nedosazeny, bila Sipka z néj dosud nevedla a
je algoritmem nastavena tak, ze ukazuje na v, takze spolu s bilymi Sipkami z
v do pocatku dava standardni cestu do w, kterd je sloZzenim standardni cesty
do v, kterd ma délku FE(v), a probirané hrany, a ma tedy délku FE(v)+ £(v, w),
coz je presné tak jak je nastavena pocateéni hodnota E(w).

Jestlize vrchol w byl jiz dosazeny, pak do ného z pocatku vede standardni
cesta délky F(w). Tuto cestu je tfeba porovnat s cestou zmifiovanou v pied-
chozim odstavci, kterad je slozenim standardni cesty z pocatku do v a nasle-
dujici hrany (v, w) a mé tedy délku E(v) + ¢(v,w). Algoritmus porovna ¢isla
vyjadiujici jejich délky, a je-li druha z nich kratsi, presméruje bilou Sipku z
vrcholu w tak, aby nam ukazovala nové nalezenou a vyhodnéjsi standardni
cestu.

Zkuste si nékolikrat vypocet pro rtzné grafy s sledujte, jak se pravé vy-
svétlena funkce algoritmu konkrétné projevuje.

Scéna: Definitivni cesty

Jesté jednou projdeme cely vypocet; scéna je podobnd té predchozi, ale
budeme se vénovat jinému dilezitému pojmu. Cestu z poc¢atku do néjakého
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vrcholu budeme nazyvat definitivni, jestlize je cela s pripadnou vyjimkou po-
sledniho vrcholu w celd tvorena probrangmi vrcholy. Vyjimka tykajici se po-
sledniho vrcholu se zavadi proto, abychom mohli zkoumat i definitivni cesty
do dosazenych vrcholu.

Do nedosazenych vrcholi definitivni cesty vést nemohou: piredposledni vr-
chol cesty musi byt probrany, ale z probraného vrcholu v nikdy nevede hrana
do nedosazeného vrcholu. Nez totiz byl vrchol v oznacen za probrany, konce
hran z ného vychéazejicich musely byt preklasifikovany na dosazené, pokud jiz
dosazené nebo probrané nebyly predtim.

Cilem této scény je ukazat, ze v kli¢ovych okamzicich vypoctu je prikladem
definitivni cesty do néjakého dosazeného nebo probraného vrcholu standardni
cesta.

Jak jsem jiz naznacil, toto tvrzeni nebude platit stale, ale bude splnéno
vzdy v okamziku, kdy ¢erveny aktivni vrchol byl preklasifikovan na probrany
a pohlcen zleva se rozsifujici tmavé modrou oblasti, ale algoritmus jesté ne-
provedl zadnou dalsi akci. Takovy okamzik budeme oznacovat za kontrolni
okamzik; tento termin se objevi na obrazovce pod nazvem scény, aby vam
napovédél, kdy kontrolni okamzik nastava.

e V libovolném kontrolnim okamziku je standardni cesta do libovolného
probraného nebo dosazeného vrcholu definitivni.

Dtkaz je snadny: sledujte v jakych vrcholech konéi bilé sipky. VSechny
bilé Sipky vzdy koné¢i bud v ¢ernych probranych vrcholech nebo v ¢erveném
vrcholu, ktery je pravé probiran. Kdyz je totiz bila Sipka vytvofena a nebo
presmérovana, vede do cerveného aktivniho vrcholu, ktery posléze je prekla-
sifikovan na ¢erny probrany a jeho klasifikace se pak jiz neméni.

V kontrolnim okamziku ¢erveny vrchol zméni barvu na ¢ernou je prohlasen
za probrany. V tomto okamziku tedy wvsechny bilé sipky kon¢i v probranych
vrcholech. Jelikoz s vyjimkou posledniho vrcholu standardni cesty na vsechny
jeji ostatni vrcholy ukazuje bila Sipka, je tedy v kontrolnim okamziku stan-
dardni cesta definitivni.

Projdéte si jednou nebo dvakrat vypocet a sledujte, jak se pravé popsané
jevy konkrétné projevuji.

Scéna: Sprdavnost Dijkstrova algoritmu
Nyni se podivame na stejnou scénu naposledy a ovéfime, ze plati

e V libovolném kontrolnim okamziku je pro kazdy probrany nebo dosazeny
vrchol v délka nejkratsi definitivni cesty z poc¢atku do v rovna E(v).

V minulych dvou scénich jsme si ukazovali, ze E(v) je rovno délce stan-
dardni cesty do v, ktera je v kontrolnich okamzicich definitivni. Je proto jenom
tfeba ovérit, ze do v nevede definitivni cesta, ktera je kratsi.
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Na zacatku vypoctu je to z trividlnich divodu pravda: jedind definitivni
cesta je cesta obsahujici samotny pocatek a zddnou hranu, ma délku 0 a pritom
E(pocatek) = 0.

Je tedy treba ukézat, ze pokud by se platnost tvrzeni v priabéhu vypoctu
na chvilku porusila, do nejbliz§itho kontrolniho okamziku se vse zase spravi.

Co by se mohlo pfihodit, aby tvrzeni prestalo platit: v okamziku, kdy
aktivni Cerveny vrchol se stane probranym a zcerna, mtze vzniknout jedna
nebo vice definitivnich cest a néktera z nich by mohla byt kratsi nez je E(w),
kde w je jeji koncovy vrchol.

Krokujte si znovu algoritmus; v této scéné se v riznych okamzicich objevuji
barevné zvyraznéné cesty do rtiznych vrcholti, které maji vsechny nésledujici
vlastnost: v daném okamziku jesté nejsou definitivni, ale stanou se definitiv-
nimi, jakmile aktivni ¢erveny vrchol se stane probranym a zcéerna. Pokud je
takova cesta znazornéna, budete na to upozornéni v podtitulku. Takovych
cest obvykle je v daném okamziku vice; pokud je tomu tak, pak knoflikem
Jina cesta je mozné Algovizi pozadat o zvyraznéni jiné mozné cesty (vybér
je provadén ndhodné).

Kazda takova cesta musi obsahovat Cerveny aktivni vrchol, ktery zatim
neni, ale brzo bude probrany. Cerveny vrchol piitom neni na konci cesty,
protoze definitivnost cesty nezavisi na stavu posledniho vrcholu.

Situace na obrazovce, které pri vypoc¢tu nastavaji, pokryvaji dvé hlavni
moznosti, které mohou nastat a uvidime, ze ani v jednom piipadé nevznikne
definitivni cesta, porusujici nase tvrzeni. V podtitulku se pro vasi orientaci
objevi indikace, které ze dvou moznosti nastava. Hrany useku cesty od po-
¢atku do ¢erveného aktivniho vrcholu (ktery je v tomto okamziku jesté stéle
dosazeny, ale neprobrany) se zbarvi fialové, barva ostatnich hran bude zavisla
na situaci popsané dale.

MozZnost 1: Za Cervenym aktivnim vrcholem v cesté lezi probrany vrchol.
Uvazovana cesta se zvyrazni nésledujicim trochu slozitym zptisobem: Pro-
brany vrchol, lezici bezprostiedné za Cervenym aktivnim vrcholem se obarvi
fialové; muze, ale nemusi byt poslednim vrcholem cesty. Hrany cesty od po-
¢atku po Cerveny aktivni vrchol jsou ¢ervené, hrana z ¢erveného do fialového
vrcholu se zbarvi fialové a piipadné dalsi hrany cesty zelené. Cerveny vrchol
oznacime jako v a fialovy za nim jako z. Posledni vrchol cesty ozna¢me jako
z. Vrchol z muze byt rizny od x, ale také muze byt vrcholu x roven; pak by
zeleny tsek na cesté chybél.

Sledujte nyni cerveno-fialovou cestu do fialového vrcholu z. Jelikoz fia-
lova hrana mé nezdpornou délku (zde znovu potifebujeme aplika¢ni podminku
Dijkstrova algoritmu), ma ¢erveno-fialovra cesta délku véts$i nebo rovnou délce
¢erveného useku do ¢erveného aktivniho vrcholu v (ktery je o fialovou hranu
kratsf). Cerveny tisek je ale definitivni cesta - nevadi, Ze obsahuje dosud nepro-
brany ¢erveny vrchol v, protoze to je jeji konec. Proto je délka ¢erveného uiseku
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vétsi nebo rovna F(v) podle indukéniho predpokladu, ale plati E(v) > E(x),
protoze v je zatim jen dosaZzeny, ale z je probrany. Nakonec ale E(z) je délka
standardni cesty z poc¢atku do x; je to cesta uréend bilymi Sipkami.

Cerveno-fialova cesta do x, ktera definitivni teprve bude, tedy neni kratsi
nez standardni cesta do x délky E(x), kterd jiz definitivni je. Pokud nami
uvazovana cesta nekoné¢i ve x ale v néjakém vrcholu z, pak také cerveno-
fialovo-zelend cesta (zatim nedefinitivni), kterd je slozenim Gerveného tiseku
délky alesponi E(x), fialové hrany a zeleného tiseku, neni kratsi nez slozeni
standardni cesty z pocatku do x proti sméru bilych Sipek s délkou presné
E(x) a zeleného tseku. Posledné jmenovana cesta ale jiz je definitivni cestou
do z a tedy neni krats$i nez E(z) a proto kratsi nez E(z) neni ani ¢erveno-
fialovo-(zelend) cesta do z.

Budouci definitivni cesta, ve které za aktivnim cervenym vrcholem jesté
lezi alespon jeden probrany vrchol, tedy nemuze zkoumané tvrzeni ohrozit.

Moznost 2: Cerveny aktivni vrchol je pfedposledni vrchol cesty.

Je zvyraznéna cesta prochazejici pfes cerné probrané vrcholy a pres Cerveny
aktivni vrchol v do né€jakého vrcholu w. Takova cesta mtze mit skutecné délku
mensi nez je E(w).

Uvazujeme okamzik, kdy algoritmus v ramci zpracovavani ¢erveného ak-
tivniho vrcholu v bude probirat hranu (v, w), kterd zcéervena. Délka nasi cesty
je nejméné E(v) + £(v,w), protoze jeji tsek od pocatku po vrchol v je defi-
nitivni cesta do v a tedy nemtze byt kratsi nez E(v). Pokud by délka cesty
byla mensi nez E(w), pak by platilo E(w) > E(v) + £(v,w), coz je pFesné
test, ktery algoritmus provede, kdyz v ramci zpracovavani ¢erveného aktiv-
niho vrcholu v zac¢ne probirat hranu (v, w). Kdyz je test splnén, pak E(w)
snizi na hodnotu E(v) +£(v, w), tedy tak, Ze uvazovana cesta (ptivodné kratsi
nez E(w)) jiz nebude kratsi nez F(w).

Algoritmus je tedy navrZen presné tak, Ze si pov§imne, Ze hrozi vznik de-
finitivni cesty kratsi nez E(w) a predejde tomu patfi¢nou modifikaci hodnoty
E(w). Kdyz pak dojde ke kontrolnimu okamziku, vSe je jiz zase v naprostém
poradku.

Povsimnéte si, ze pravé probrand moznost zahrnuje také pripad, kdy po-
sledni vrchol cesty je v uvazovaném okamziku nedosaZeny, protoze Cerveny
vrchol dosud neni probrany. Nez se ale probranym stane, bude posledni hrana
cesty probrana a pritom bude konec cesty preklasifikovan na dosazeny a odhad
FE pro vrchol bude nastaven pfesné tak, aby tvrzeni nebylo poruseno.

Jisté vam je jasné, pro¢ jsme tvrzeni dokazovali: na konci vypoctu jsou
vSechny vrcholy probrané a tedy vsechny cesty jsou definitivni. Pak ale tvrzeni
prosté 1iké, Ze po ukonceni vypocétu je pro kazdy vrchol v ¢islo E(v) rovno
délce nejkratsi cesty z pocatku do v, coz je to, co jsme o Dijkstrové algoritmu
chtéli dokazat.
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14.3 Bellman-Forduv algoritmus

Dijkstrav algoritmus a Bellman-Forduv algoritmus jsou si formalné velmi po-
dobné. Oba vychézeji z prohledavani grafu, pii kterém si dosazené (ale ne-
probrané) vrcholy fadime do fronty. Odlisnost spo¢ivd v manipulaci s daty
ve fronté. U Bellman-Fordova algoritmu se pouziva klasickd FIFO fronta, za-
timco Dijkstruv algoritmus vyuziva prioritni frontu, ze které se vybira vrchol,
minimalizujici jistou hodnotu.

Tato z formalniho hlediska nepodstatna odlisnost vede k velkému rozdilu
chovani. Hlavni rozdil je ten, ze pfi vypoctu podle Dijkstrova algoritmu je
dosazeny vrchol probiran v okamziku, kdy F(u) je délka nejkratsi cesty, takze
jiz nikdy nebude muset byt ménéna, zatimco u Bellman-Fordova algoritmu se
hodnota E(u) probraného vrcholu ¢asto meéni (snizi) a tedy vSechny udaje,
které z ptivodni hodnoty E(u) byly odvozeny, pozbyvaji platnosti a museji byt
prepocitany, takze vypocet Bellman-Fordova algoritmu nékdy trvd pomérné
dlouho.

Neni to ovSem vada algoritmu plynouci z pouZiti primitivnéjsi fronty, ale
cena za to, ze si troufne na obecnéjsi grafy se zaporné ohodnocenymi hranami
(lepsi fronta by v takovém piipadé stejné pfilis nepomohla).

Scéna: Dosazitelny zdporny cyklus

Cilem této scény je ukazat, pro¢ dosazitelny zaporny cyklus vadi pii de-
finici nejkratsi cesty. Je to zévada principidlni: nebylo by moZné rozumné
definovat, co vlastné je nejkrat$i cesta, takze bychom nebyli schopni Fici, co
vlastné ma algoritmus pocitat.

Zobrazeny graf obsahuje zdporny cyklus, to znamena orientovany cyklus,
pro ktery soucet cen jeho hran je zaporny. Cyklus je mozno zobrazit tak, ze se
zaskrtne checkbox Zaporny cyklus - jeho hrany zéervenaji. Cyklus je navic
dosazitelny orientovanou cestou z pocatku, napriklad zelené oznacené cesta,
kterda nemusi byt jedina.

Knoflikem Krok je mozno cestovat z pocatku po zelené cesté k zapornému
cyklu a pak jej obthat. V pravém hornim rohu se neustéle zobrazuje cena cesty,
kterou cestovatel urazil. (Zmeéna volby z Kratky krok na Dlouhy krok vede
k cestovani po skocich - prvnim do vstupniho bodu cyklu a kazdym dalsim
jeden cely obéh cyklu).

Za kazdy obéh cestovatel “zaplati” zapornou ¢astku, preloZzeno do nor-
malni Teci ziska jisty stale stejny obnos. “Cena” zaplacena za probéhnutou
drahu tedy kazdym obéhem klesa a po dostateéné dobé poklesne pod libovol-
nou predem stanovenou hranici.

Do vrcholt dosazitelného zaporného cyklu tedy neexistuje nejlevnéjsi cesta
- kazdou cestu lze ucinit jesté levnéjsi dalsim obéhem.

Existuji rizné varianty Bellman-Fordova algoritmu, které se v pfitomnosti
zaporného cyklu chovaji razné. Nejjednodussi a naivni varianta spoléha na to,
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ze ve vstupnim grafu dosaZitelny zaporny cykl neni, a pokud je podvedena,
pak se nikdy nezastavi v marné snaze nalézt nejkratsi cesty do vrcholu.

Trochu lepsi varianta si spocita, jak dlouho by mél vypocet trvat, kdyby
v grafu dané velikosti nebyl dosazitelny zaporny cyklus. Pokud je tento limit
prekrocen a vypocet trva déle, nasilné se zastavi. V takovém ptipadé sice
vime, ze v grafu dosazitelny zaporny cyklus je, ale nevime kde.

Nakonec nejdokonalejsi varianty pripadny dosazitelny zaporny cyklus neje-
nom detekuji, ale i pfesné popisi.

Bellman-Forduv algoritmus se velmi ¢asto pouziva nikoli k hledani nejkrat-
gich cest, ale pro detekci a identifikaci pFipadného zaporného cyklu. Prikladem
takové aplikace je hledani maximalniho toku minimalni ceny v siti, které ale
v této knize popisovano neni.

Graf v této scéné je opét mozno ménit, ale s podminkou, Ze zména zacho-
vava pritomnost alespon jednoho dosazitelného zaporného cyklu.

Je ziejmé, Ze algoritmus pracuje pouze v mnoziné vrcholi dosazitelnych z
pocatku. Pfitomnost zaporného cyklu nedosazitelného z pocatku tedy nevadi,
v takovém pripadé je moZzno nejkratsi cesty korektné definovat a algoritmus
je spravné urci.

Scéna: Graf bez zdporného cyklu

Nyni si probereme vypocet Bellman-Fordova algoritmu v grafu, ve kterém
je kazdy vrchol dosazitelny z pocatku, ale ktery neobsahuje zaporny cyklus.

Algoritmus bude na prvni pohled pfipominat prohledavani do hloubky a
také Dijkstriv algoritmu a teprve pozdéji zjistime, jak hluboce se od nich lisi.
Podobné jako oba uvedené algoritmy bude rozdélovat vrcholy na nedosazené,
dosaZené (ale jesté neprobrané) a probrané.

Podobné jako u Dijkstrova algoritmu budeme pro kazdy dosazeny nebo
probrany vrchol v mit uréen odhad F(v), ktery na konci vypoctu bude ozna-
covat délku nejkratsi cesty z pocatku do v. Lisi se ale vybér vrcholu uréeného
k probirani - budeme stejné jako u prohledavani do hloubky pouzivat FIFO
frontu, ve které budou dosazené vrcholy, kterou ale budeme pouzivat trochu
komplikovanéjsim zptsobem. Navic budeme dosazené vrcholy, které se na-
chézeji ve fronté délit na nové a staré. Toto déleni neni nutné pro samotny
vypocet, ale bude se nam hodit pti ivahach o vypocetni rychlosti tohoto zpi-
sobu (pokud tedy algoritmus chcete programovat, déleni na staré a nové a s
tim souvisejici operace miizete vyhodit - jsou popsdny mensim pismem).
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pocatek vy se oznaci jako dosazeny, vlozi se do puvodné prazdné fronty jako
novy vrchol a polozi se E(vg) < 0;
ostatni vrcholy se oznadi jako nedosazené;
pak dokud existuje alespoii jeden dosazeny (ale neprobrany) vrchol, opakuje
se nasledujici ¢innost:
pokud jsou vSechny vrcholy ve fronté oznaceny jako nové
preklasifikuji se na staré;
vrchol, ktery stoji ve fronté na prvnim misté se oznaci se jako v;
pro kazdou hranu (v, w) vychézejici z v se provede nésledujici:
jestlize w je nedosazZeny, pak se preklasifikuje na novy dosazeny
a polozi se E(w) «— E(v) + £(v,w);
jinak pokud E(w) > E(v) + £(v,w), tak se pro w provede:
polozi se E(w) «— E(v) + £(v, w);
jestlize w byl probrany, preklasifikuje se na novy dosazeny
[a d& na konec fronty];
v se vyjme z fronty a oznaci se za probrany.

V kazdém kroku algoritmus vybere nejdéle znamy dosazeny vrchol a oznaci
jej jako aktivni. Barevné oznaceni vrcholi bude stejné jako u Dijkstrova al-
goritmu: nedosazeny vrchol zluty, dosazeny zeleny, probrany vrchol ¢erny, ne-
probrand hrana modra a probrana c¢erna. Vyjimky z tohoto pravidla budou
pocatek (na zacatku modry), aktivni vrchol v bude ¢erveny a konec w probi-
rané hrany vychazejici z ¢erveného v bude rtizovy. Kromé toho zelené dosazené
vrcholy budou jesté barvou déleny na tmaveé zelené staré a svétle zelené nové.
U kazdé hrany je poznamenéna jeji cena, u probranych a dosazenych vrcholi
je uvedena hodnota F(v). Pouzivame i tlusté bilé Sipky, ukazujici, odkud jsme
se do vrcholu dostali dosud nejvyhodnéjsim zpiisobem.

Uvedeny algoritmus mé dvé varianty podle toho, zda uvazujeme text v
hranatych zavorkach. Jestlize je vrchol w dosazeny, ale v pribéhu zpracovani
hrany (v,w) dojde ke snizeni E(w), pak v jedné varianté (ignorujici text v
hranatych zavorkach) se ponechd vrchol w na jeho misté ve fronté s novou
hodnotou F(w), zatimco v druhé varianté (uvazujici text v hranatych zavor-
kach) se vrchol w vyjme z fronty a s novou hodnotou E(w) se zafadi na jeji
konec, takze k jeho zpracovani dojde pozdéji.

Neni zfejmé, kterd varianta je vyhodnéjsi. Prerazeni na konec je vhodné,
pokud ani nova hodnota odhadu E(w) jesté neni konecna, protoze v takovém
pripadé zpracovani vrcholu i pfipadné nasledné akce jsou zbytecna prace,
ktera bude opakovana znovu pozdéji s obecné lepsi hodnotou odhadu, takze
odlozeni probirani vrcholu je na misté. Pokud je ale odhad jiz roven konecné
hodnoté, je lepsi ponechat vrchol na jeho misté vpredu ve fronté a tedy jej
zpracovat co nejdiive. Kterd moznost ale nastava je v pribéhu vypoctu tézké
poznat.

Zkuste si vypocet algoritmu projit; je mozno nechat zobrazit zjednoduseny
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program, ve kterém je zvyraznén pravé provadény piikaz.

Scéna: Faze

Scéna je takika stejna jako predchozi, ale slouzi pro rozdéleni vypoctu na
faze, coz bude vyhodné pro zkoumani vypocetni doby.

Ukazeme totiz, ze pokud v grafu neni dosazitelny zaporny cyklus, pak
se provede nejvyse n fazi, kde n je pocet vrcholu grafu a v kazdé fazi bude
kazdy vrchol a kazda hrana probirany nejvyse jednou. Z toho ihned vyplyne,
7e vypocet bude proveden v ¢ase O(n(n +m)), kde m je pocet hran grafu.

Rozdéleni na faze je divodem, pro¢ jsme dosazené vrcholy v algoritmu
délili na staré a nové. Je vidét, ze ve fronté staré vrcholy predchazi nové
vrcholy a kdykoli je do fronty pfidavan vrchol, je pridavan jako novy. Jestlize
se tésné pred vybérem prvniho vrcholu fronty za aktivni zjisti, ze ve fronté
jsou jen nové vrcholy, pak budou pfeklasifikoviny na staré (a ztmavnou) a tim
zacind novd fdze vypoctu. Pri krokovani vypoctu bude pfebarveni vrcholi a
zacatek nové faze a poradové ¢islo pravé provadéné faze explicitné oznameno.

Je jasné, ze v ramci jedné faze vrchol mize byt vybran jako aktivni a byt
probiran nejvyse jednou a v rdmci jeho probirani se kazda z ného vychézejici
hrana probira pravé jednou. Kdyby byl vrchol z fronty odebran a v ramci
téze faze pozdéji do fronty znovu zarazen, bude oznacen za novy a bude proto
aktivovan nejdiive v nasledujici fazi. Doba trvani jedné faze je tedy O(n+m).

Projdéte si vypocet a sledujte zacatky a konce fazi. Neptrechéazejte do dalsi
scény, pokud nebudete schopni urcit konce fazi bez sledovani hlaseni.

Scéna: Prubéh fazi

V této scéné budeme uvazovat variantu, kterd v pripadé zlepseni odhadu
pro dosazeny vrchol tento vrchol “vykopne” na konec fronty jako novy do-
sazeny vrchol. U kazdého dosazeného nebo probraného vrcholu v budeme
uvadét nejen hodnotu odhadu ceny nejlepsi cesty do vrcholu, ale i cenu D(v)
optimalni cesty, tedy dvojici E(v) : D(v).

Na zacatku scény nebo po kazdé zméné grafu se zobrazi stav grafu po ini-
cializaci vypoctu. Scéna se prochazi nasledujicim zptisobem. Stisknéte knoflik
Dalsi. Prubéh vypocétu jsme jiz vidéli v predchozi scéné a tak se zndzorni
pfimo vysledek vypoctu. Objevi se mimo jiné bilé Sipky na predchudce, uka-
zujici optiméalni cesty do vrchola stejné tak jak tomu bylo v kapitolach o
prohledavani a o Dijkstrové algoritmu.

Po dalsim stisknuti knofliku Dalsi se barevné oznaceni a ohodnoceni vr-
cholt a hran grafu se nezméni, ale graf se prekresli tak, ze se vrcholy horizon-
talné premisti tak, aby vytvorily sloupce, kterym budeme tikat vrstvy a které
jsou zvyraznény pruhy na pozadi. Vrstvy jsou urceny tak, ze pocatek je ve
vrstveé zcela vlevo a kazda bila sipka vede z jisté vrstvy do vrstvy, ktera s ni
sousedi vlevo.
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Jinymi slovy feceno je kazdy vrchol v tolikaté vrstvé zleva, kolik hran je
na standardni cesté do tohoto vrcholu. Pocatek je tedy ve vrstvé 0 a jde-li z
vrcholu w bila Sipka do vrcholu v, ktery je v k-té vrstvé, pak w je ve vrstveé
k+1.

Nyni zmécknéte znovu knoflik Dalsi. Barvy vrcholii a hran a ¢isla spojené
s vrcholy se vrati do stavu pred zacatkem vypoctu, ale polohy vrchold, dané
rozdélenim do vrstev, se jiz nezméni.

Nyni zacnéte vypocet krokovat knoflikem Krok jesté jednou. Uvidite, ze
po rozdéleni do vrstev se akce, které algoritmus provadi, stanou snadno po-
chopitelné a prehledné. Navic zjistite, ze “kdybychom to byvali byli védéli”,
mohli bychom si uSetfit mnoho prace, ktera se v prekresleném grafu stane na
prvni pohled zbytecna. Bohuzel se jedné o znalost “generala po bitvé”; infor-
mace o tom, které prace nebylo nutné provadét, se stane ziejmou az poté, kdy
je vypocet dokoncen a je mozno snadno urcit rozdéleni do vrstev.

Béhem vypoctu budou pruhy na pozadi, nesouci vrstvy vrchold, oznaceny
barvami, které vystihuji roli vrcholt vrstvy ve vypoc¢tu. PovSimnéte si prede-
vsim, ze ke zméné barev pruhi dojde vzdy pii prechodu mezi dvéma fazemi.
Zména barev bude spoc¢ivat v presunu barev o jednu vrstvu doprava.

Nebude na skodu, kdyz si nyni projdete vypocet a budete sledovat jak jsou
posuny barev synchronizovany se zménami fazi, aniz byste védéli co jednotlivé
vrstvy znamenaji a jejich barvy znamenaji.

Pozorovani, které jste pravé ovérovali, ukazuje, ze pocet fazi neni vétsi nez
pocet vrstev. Jelikoz kazda vrstva obsahuje alesponn jeden vrchol, je vrstev
nejvyse tolik, kolik je vrchola. Spolu s poznatkem o dobé potfebné k prove-
deni faze to dava celkovy ¢asovy odhad O(n(n + m)) pro dobu vypoétu v
nepritomnosti dosazitelného zaporného cyklu. V mnoha pripadech je strom
bilych sipek dosti Siroky, neboli mnohé vrstvy obsahuji hodné vrcholi a proto
miize pocet vrstev byt vyrazné mensi nez pocet vrcholt.

Jelikoz dosazitelny zaporny cyklus zpusobi, ze se vypocet algoritmu v jeho
zakladni podobé nikdy nezastavi, je mozno algoritmus upravit takto: pokud
by se zacala provadét (n+ 1)-ni faze, je mozno vypocet ukoncit, graf obsahuje
dosazitelny zaporny cyklus. Pozdéji si ukazeme, jak po zastaveni takovy cyklus
také snadno najit, je-li to pozadovano. Existuji ale i jiné varianty algoritmu,
které umi detekovat zaporny cyklus podstatné rychleji na zakladé jinych jevi,
které jej doprovazeji.

Vrafte nyni vypocet znovu na zacatek knoflilkem Reset a provadéjte jej
opétovné krok po kroku a sledujte, ze probiha jak je popsano dale.

Kromé zahéjeni a ukonceni vypoctu je vzdy jedna vrstva oznacena fialovou
barvou; tato vrstva se nazyva aktivni. Nazev je odvozen od toho, ze v této
vrstvé se bude ¢asto nachazet vybrany cerveny aktivni vrchol. Pokud aktivni
vrstva neni zcela napravo, pak bezprostiedné vpravo od ni je vrstva obarvena
zelenou barvou a nazyva se prijimajict vrstva. Vrstvy nalevo od aktivni vrstvy
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(existuji-li) jsou tmavé modré a jsou oznacovany jako probrané vrstvy, zatimco
vrstvy napravo od prijimajici vrstvy (existuji-li) jsou svétle modré vzddlené
vrstvy.

Vrchol v nazveme definitivni, pravé kdyz plati E(v) = D(v), neboli od-
had E(v) ceny cesty do vrcholu v mé jiz svou konefnou hodnotu rovnou
cené nejlacingjsi cesty do v. Jestlize definitivni vrchol v je probrany, pak jiz
nemuze znovu byt oznacen za dosaZeny, protoze zména klasifikace z probra-
ného na dosaZeny se déje soucasné s poklesem jeho odhadu E(v), coz ale jiz
nemuze nastat. Dosazeny definitivni vrchol ze stejnych duvodi nemiize byt
“vykopnut” na konec fronty ani ve varianté algoritmu, ktera to pripousti. Bila
sipka v takovém pripadé jiz ukazuje predchidce na optiméalni cesté.

Nyni provadéjte znovu a velmi pomalu krokovani vypoctu a sledujte, ze
probiha jak je popsano dale:

e vSechny vrcholy v probranych vrstvach jsou probrané a definitivni;

e vrcholy v aktivni vrstvé jsou na zacatku faze vsechny dosazené a defini-
tivni; béhem provadéné faze budou probrany a jednou provzdy prefazeny
mezi probrané vrcholy;

e kazdy vrchol v pfijimajici vrstvé nebo ve vzdéalenych vrstvach se muze
nachézet v libovolném ze tii stavi, ale neni definitivni;

e kazdy vrchol pfijimajici vrstvy se po skonceni faze stane definitivnim,
zatimco kazdy vrchol vzdéalené vrstvy bude i po ukonceni faze nedefini-
tivni.

Je tedy napriiklad vidét, ze v prijimajici vrstvé nebo ve vzdéalenych vrst-
vach mohou byt i probrané vrcholy, ale jsou to ty, které urcité budou jesté
alespon jednou preklasifikovany na dosazené a pozdéji znovu probirany. Jejich
zpracovani jsme si tedy mohli odpustit, kdybychom to byvali byli védéli.

Na druhé strané vrcholy v aktivni vrstvé jsou ty, jejichz probirani je uzi-
tecné, protoze jsou definitivni a jejich odhad se jiz urcité nikdy nezméni. Po
probrani celé aktivni vrstvy budou vSechny jeji vrcholy po pravu zafazeny
mezi zcela vyhaslé probrané vrcholy v probranych vrstvach.

Nyni jiz asi rozumite nejen tomu, co se pfi vypoctu déje, ale i proc¢ k tomu
dochézi. I pfesto muze byt uzitecné si projit vypocet jesté jednou a sledovat
vypocet s plnym porozuménim:

Jak bylo Fe¢eno vyse, definitivni probrany vrchol se jiz nikdy nestane dosa-
zenym a proto v probranych vrstvach nedochazi k zadné aktivité. Navic defi-
nitivni dosazeny vrchol nikdy nepozbude svého mista ve fronté, takze vSechny
vrcholy aktivni vrstvy budou v dané fazi probrany a stanou se definitivnimi
probranymi.
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Necht w je nyni vrchol pfijimajici vrstvy. Podivejme se nejprve na situaci
v grafu, jak vypadala na konci vypoc¢tu. Uvazujme standardni cestu do w,
jak vypadala v ten okamzik vypadala. Z w vede bila sipka do predposledniho
vrcholu této standardni cesty, a tento vrchol oznac¢ime v. Podle definice vrstev
tedy lezi v o jednu vrstvu blize k poc¢atku. Pokud D(w) je nejkratsi vzdélenost
z pocatku do w a D(v) je nejkratsi vzdalenost z pocatku do v, pak urcité
D(w) = D(v) + (v, w), protoze hrana (v, w) je souc¢asti standardni cesty.

Ted se vratme do okamziku, kdy w je v zelené pfijimajici vrstve. Jelikoz v
je o 1 vrstvu vlevo, je ve flalové aktivni vrstvé a, jak jsme vidéli vyse, E(v) jiz je
proto rovno vzdélenosti D(v) z poc¢atku do v. Spolu s rovnosti z predchoziho
paragrafu tedy plyne, ze v uvazovany okamzik je D(w) = E(v) + {(v,w).
Jelikoz je ale vrchol w dosud v zelené pfijimajici vrstveé, je také E(w) > D(w).

Nejpozdéji pti probirani vrcholu v, tedy stale v dané fazi, se tedy hodnota
E(w) zméni na D(w) = E(v) + (v, w) a vrchol w se proto stane definitivnim.
V dutsledku zmény zaroven bude w zatazen do fronty jako novy dosazeny ale
jiz definitivni vrchol. Své misto ve fronté proto jiz si udrzi a pfi prechodu do
nasledujici faze se zméni na stary dosazeny definitivni vrchol aktivni vrstvy.

Nakonec si uvédomime, ze vrchol se muze stat definitivnim jen pii pro-
birdni hrany z vrcholu, ktery je dosaZzeny a jiz definitivni je. Je-li w vrchol
vzdalené vrstvy, pak kdyby v ramci uvazované faze stal definitivnim, pak by
se tak stalo pfi probirani nékterého vrcholu v aktivni vrstvy (kterd jedind
obsahuje dosazené definitivn{ vrcholy). Ukazatel na predchidce na optimalni
cesté (bild Sipka) by se pro vrchol w natrvalo nastavil tak, aby ukazoval na
vrchol v, coz by ale znamenalo, Ze w je ve vrstvé sousedici s aktivni vrst-
vou a bylo by ve sporu s pfedpokladem, ze w je ve vzdalené vrstvé. Vrcholy
vzdalenych vrstev se tedy v ramci uvazované faze nemohou stat definitivnimi.

Celkové tedy vidime, ze po ukonceni faze a posunuti aktivni a prijima-
jici vrstvy doprava se opét dostaneme do vyse popsané situace, kdy vrcholy
aktivni vrstvy a vrstev nalevo od ni jsou definitivni, v ostatnich vrstvach
nedefinitivni, a vrcholy aktivni vrstvy jsou vSechny pripraveny ve fronté.

Vypocet tedy po prekresleni grafu do vrstev probiha tak, ze aktivni vrstva,
které se pohybuje zleva doprava meéni vrcholy na definitivni, zatimco napravo
od ni mize dochézet k provadéni tkont, které vychazeji z predbéznych a
neoptimalnich tdaju a proto nejsou schopny vypocitat byt jedinou uziteénou
hodnotu.

Scéna: Prubéh fazi ve velkém grafu

Scéna ukazuje prubéh vypoctu v pevném velkém grafu, navrzeném tak,
aby byl i po prekresleni do vrstev dostatec¢né prehledny.

Vypocet se odstartuje knoflikem Vypocet a je mozné zastavit knoflikem
St1j, znovu spustit knoflikem Vypodet nebo jej vratit zpét knoflikem Zpét.
V zévislosti na volbé na ovladaci je pfitom graf nakreslen bud s ptivodnimi po-
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lohami vrcholt nebo piekreslen do vrstev jako v predchozi scéné. Zkuste si obé
varianty; zatimco pri pivodnim nakresleni se prubéh vypoctu jevi chaoticky,
vypocet ve vrstveném nakresu velmi pékné ukazuje jak aktivni vrstva méni
vrcholy na definitivni, zatimco nepodstatnéa aktivita ve vzdalenych vrstvach
ma stale chaoticky charakter.

Scéna: Pribéh fazi bez vykopnuti na konec

Bellman-Fordav algoritmus ve své varianté s “vykopnutim” definitivniho
vrcholu na konec fronty, dojde-li ke zlepseni jeho odhadu mél vyhodu v tom,
ze prubéh vypoctu byl po prekresleni do vrstev mimoradné piehledny. V této
scéné se budeme zabyvat pribéhem vypoctu pti pouziti algoritmu ve varianté
bez vykopnuti, tedy dosazeny vrchol za zadnych okolnosti neméni své misto
ve fronté dokud nedospéje na zac¢atek a po probrani je odebran.

Jak uvidime, pribéh vypoctu je podobny, ale nékteré vrcholy mohou ve
svém vyvoji “predbihat faze”. Zména, kterd u této varianty muze nastat, je
nasledujici:

Je-li na zacatku faze ve fronté dosazeny vrchol w pfijimajici vrstvy, pak u
ného dojde zarucené k alespon jedné z téchto dvou udalosti:

e po probrani nékterého vrcholu z aktivni vrstvy se w stane definitivnim;

e vrchol w je probiran.

Navic se miize stat, ze k prvni z vyse uvedenych udélosti dojde drive. U
varianty s vykopnutim by to znamenalo, ze se w pfesune jako novy dosazeny
na konec fronty a nebude probiran diive, nez v nasledujici fazi. Ve varianté
bez vykopnuti naopak zistane na svém misté ve fronté jako stary dosazeny
a bude probran jesté v uvazované fazi. Muze dokonce dojit k tomu, Ze pfi
probirani vrcholu w (ktery je v té dobé jiz definitivni) se v uvaZzované fazi
vytvori definitivni vrchol v prvni vzdalené vrstvé a pokud tento vrchol je
dosazeny, ale je ve fronté az za vrcholem w, bude jesté v ramci této faze jako
definitivni probiran a maze vytvorit jiny definitivni vrchol v nasledujici vrstveé
atd.

Priklad uvedeny v této scéné ukazuje, Ze v ramci faze mohou vzniknout
dosazené definitivni vrcholy i probrané definitivni vrcholy (tedy vrcholy v ko-
neéném vyvojovém stadiu) nejen v p¥ijimajici vrstvé, ale i v libovolné vzdélené
vrstve.

P11 zagkrtnutém checkboxu PFedbihajici jsou vrcholy, které se staly defi-
po prechodu do definitivniho stavu barevnym pozadim.

Je vidét, ze odhad poc¢tu fazi pro variantu s vykopnutim je i odhadem
pro variantu bez vykopnuti; druhd varianta muze dokonce skoncit s mensim
poc¢tem fazi. To ovSem neznamend, Zze by vypocet varianty bez vykopnuti
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musel byt rychlejsi. Vyznamnou ¢ast doby vypoctu predstavuji neuzite¢né
akce pri probirani nedefinitivnich vrchold a navazujici vypocty. Varianta bez
vykopnuti mtze mit pri stejném poctu fazi vétsi primérnou dobu pro ukonceni
faze, nebot se nesnazi odkladat zpracovani nedefinitivnich vrchold, coz nékdy
provadi prvni varianta tim, Ze je pfesouva na konec. Z hlediska asymptotického
chovani v nejhorsim ptipadé jsou ale oba algoritmy rovnocenné.

Scéna: Zaporny cyklus

Tato scéna ukaze jednoduchy duvod, pro¢ se algoritmus ve vyse uvedeném
provedeni (libovolné varianta) nemuze zastavit v pfipadé, ze je v grafu dosa-
zitelny zaporny cyklus. Graf je navrzen tak, Ze takovy cyklus obsahuje. Hrany
cyklu jsou zvyraznény pouzitim cerveného obrysu.

Rekneme, ze hrana (u,v) je horkd, jestlize jsou oba jeji konce dosazené
nebo probrané (a je pro né tedy definovano E) a plati E(u) + {(u,v) < E(v).
Nyni si uvedeme t¥i jednoducha pozorovani:

e 7 probraného vrcholu nevychézi zadna horka hrana.
e Horkda hrana muze vychazet jen z dosazeného vrcholu.

e Jestlize vSechny vrcholy zaporného cyklu jsou dosazené nebo probrané,
pak cyklus obsahuje alespon jednu horkou hranu.

K diikazu prvniho tvrzeni si sta¢i uvédomit, ze v okamziku probirani vr-
cholu u u kazdé horké hrany (u,v) zménime F(v) na hodnotu F(u) + ¢(u,v)
a poté se F(v) muze ménit jen tak, Ze se snizuje. Kromé toho pokud by doslo
ke zméné E(u), prestane byt vrchol u probrany.

Druhé tvrzeni je okamzity dusledek prvniho. Vychozi vrchol horké hrany
nemuze podle definice byt nedosazeny a podle prvniho tvrzeni probrany.

V tfetim tvrzeni potfebujeme, aby vrcholy nebyly nedosazené k tomu, aby
odhady E pro jeho vrcholy byly definovany. Pro jeho dukaz si staci napsat
nerovnosti, které by pro cyklus tvoreny vrcholy wy,ws, ..., wy platily, kdyby
zadna jeho hrana nebyla horka:

E(wl) + é(wl,wg) > E(’U}Q)

E(’wg) —+ Z(wg, ’wg) > E(U)3)

E(’wkfl) + é(wl, wk) > E(wk)

E(wg) + l(wy, w) > E(wy)
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Sectenim téchto nerovnosti a odeétenim vyrazu E(wq) + --- + E(wy) od
obou stran bychom dostali nerovnost

U wi,we) + l(we, ws) + - -+ + L(wp—1, wy) + £(wg, wr) >0,

ktera by byla ve sporu se zapornosti cyklu.

Snadno se ovéfi, ze po jisté dobé vypoctu algoritmu se vSechny vrcholy
dosazitelné z pocatku stanou dosazenymi nebo probranymi. Pokud tedy v
grafu je dosazitelny zaporny cyklus, zadny jeho vrchol jiz nebude nedosazZeny,
takze od tohoto okamziku jiz bude v grafu stale alespon jedna horké hrana.
Pokud by se ale vypocet zastavil, tedy v grafu by nebyly dosazené vrcholy,
pak by podle druhé vlastnosti zadna horka hrana v grafu nemohla zistat.

Tato scéna béhem vypoctu ukazuje ¢ervenou barvou vsechny horké hrany.
Sledujte jak na zac¢atku vypoc¢tu postupné mizi nedosazené vrcholy a jaké je v
dosazené oblasti rozloZeni horkych hran. V oblasti zaporného cyklu je alespon
jedna horka hrana, ktera se vzdy po probrani jejiho vychoziho vrcholu posune
dale, ale nikdy nezmizi.

Ukazali jsme tedy, ze vypocet Bellman-Fordova algoritmu se zastavi praveé
tehdy, kdyZ v grafu neexistuje zaporny cyklus dosazitelny z poc¢atku. Navic po-
kud se vypocet zastavi, stane se to po nejvyse n fazich, kde n je pocet vrcholu.
To umozni poznat, zda se vypocet zastavi nebo pobézi na véky. Zpusobem
nalezeni dosazitelného zaporného cyklu se v této knize nebudeme zabyvat.






Kapitola 15

Minimalni kostra grafu

Scéna: Euklidovskd kostra

Scéna ukazuje mnozinu bodu v roving, které budeme nazyvat vrcholy. Na-
§im cilem je propojit je nejlacinéjsim zptisobem pomoci hran, které primo
spojuji dvojice vrcholt. V této scéné je cena hrany déana Euklidovskou vzda-
lenosti jejich vrchold a cena propojeni je rovna souc¢tu cen pouzitych hran.

Poznamenavam, ze Euklidovskd metrika (oznacovana také jako metrika

L2) definuje vzdélenost d dvou vrchold s = [s;, sy] a t = [t,, t,] takto:

d= \/(Szr —ta)? 4 (sy — 1y)*.

Po klepnuti na knoflik Krok Algovize ukaze nejlacinéjsi propojeni bodu
tak, aby bylo mozno se z kazdého vrcholu postupné dostat do libovolného
jiného, takzvanou minimdlni kostru.

Zménou volby z Pocitej na Edituj se piejde do edita¢niho médu, kdy je
mozno stavajici vrcholy pretahovat mysi, vytvaret nové vrcholy a vynechavat
jiz existujici zptisobem popsanym v zavéru knihy. Po navratu do vypocetniho
rezimu lze urcit a zobrazit minimalni kostru zménéné mnoziny vrcholi.

Zkuste si ménit soubor vrcholi a sledovat, jak se méni jejich optimalni
propojeni.

Vysledek propojeni je zde i v nasledujicich scénach vzdy strom, to zna-
mena souvisly graf bez cykla. Souvislost pozadujeme a acykli¢nost plyne z
pozadavku minimélni ceny a z nezapornosti ceny propojeni vrcholt: kdyby
by ve vysledném propojeni byl cykl, pak po vyhozeni jeho libovolné hrany by
souvislost zustala zachovana (konce hrany by stéle byly propojeny zbytkem
cyklu), ale cena by ve sporu s minimalitou poklesla.

Jenom poznamenavam, ze v nékterych scénach neni cena propojeni dvou
vrcholt dana metrikou, ale zadanym ¢islem. Pak z pravé uvedenych duvodu
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budeme pozadovat, aby cena byla kladna.

Scéna: Kostra v metrickém grafu

Je opét dana mnozina vrchold, ale nékteré dvojice jsou propojeny mod-
rymi spoji, kterym fikdme hrany. Opét hleddme minimalni propojeni vrchold
(bude nakresleno zelené), ale nyni je povoleno propojovat jen dvojice spojené
modrymi hranami.

Je zfejmé, Ze pro existenci feseni je nutné, aby vychozi graf byl souvisly.
Pokud graf neni souvisly, Algovize protestuje a je nutno prepnout do editac-
niho médu a bud pfidat hrany nebo vynechat nékteré vrcholy. Kostra popsand
v predchozi scéné je specidlni pripad kostry grafu, kde zvoleny graf je uplny.

Kliknéte na Krok a Algovize ukaze feSeni. Hrany grafu jsou tzké, hrany
zvolené jako propojeni jsou zdiuraznény podkladovym pasem zelené barvy.
Knoflik Zpét feseni zase vymaze.

V editacnim mdédu je graf mozno ménit.

Scéna: Kostra v ohodnoceném grafu

Scéna je podobna piedchozi, ale ceny hran grafu nejsou dany Euklidov-
skou vzdalenosti koncovych bodt, ale obecné kladnymi c¢isly, pfipsanymi u
hran. Toto je nejobecnéjsi pripad; v praktickych aplikacich znamena, ze cena
neni déna prostou délkou spojeni, ale i naptiklad charakterem terénu (napt.
telefonni kabel v rovné krajiné, horach nebo na moiském dné) nebo zptisobem
provedeni propojeni.

P1i pridavani novych hran je cena hrany zvolena nahodné mezi 1 az 99, ale
dé se zménit. V appletu musi byt cena hrany kladné celé ¢islo. Nulu a zaporna
¢isla nepripoustime, protoze by to zménilo charakter problému; omezeni na
celé ¢isla neni na Gjmu obecnosti, ale z hlediska grafické apravy je vyhodné.

Hrajte si s mnozinou vrchold, hranami a jejich cenami a sledujte, jak se
tim méni minimalni kostra grafu.

Scéna: Obecny algoritmus

Tato scéna ukazuje obecné schéma urcovani minimalni kostry v piipadé
bez omezeni propojeni jako v prvni scéné. Schéma pripousti velkou volnost
v lichych krocich vypoc¢tu a konkrétni algoritmy pak tuto volnost omezuji,
vedeny obvykle snahou o jednoduchost nebo rychlost vypoctu. Libovolny vy-
pocet spadajici do schématu ale dava spravny vysledek.

V této scéné predpokladame cenu hran danou Euklidovskou délkou, pfi-
pad obecnych cen bude probran dale. Mnozinu vrcholi lze upravovat stejnym
zpusobem jako bylo uvedeno vyse, zména ale resetuje vypocet.

Algoritmické schéma je velmi jednoduché a pracuje tak, ze do puvodné
prazdného grafu pridava postupné hrany tak, aby nevznikl cyklus a vypocet
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se ukond¢i v okamziku, kdy se vytvareny graf stane souvislym, neboli kdyz se
z ného stane strom.

V pritbéhu vypoctu je tedy neiplnd kostra nesouvisly graf bez cykla (les),
ktery se rozpadd do fady komponent, které jsou stromy (souvislé grafy bez
cykli). Na zac¢atku vypoctu jsou komponenty tvofeny jednotlivymi vrcholy a
pridanim kazdé hrany se dvé komponenty spoji v jednu a tedy se jejich pocet
snizi o 1. Pvodni mnozinu vrchold spolu s mnozinou hran, které jsme jiz do
vytvarené neuplné kostry pridali, budeme nazyvat vgpocetni les.

Pro odliseni komponent se také pouziva barevné oznaceni vrcholti. Na za-
¢atku maji vSechny vrcholy (pfedstavujici rizné jednovrcholové komponenty)
ruzné barvy. Pfi spojeni dvou komponent vrcholy jedné komponenty pfijmou
barvu vrcholi druhé z nich, takze vrcholy vzniklé komponenty budou zase mit
stejnou barvu.

Jelikoz tedy je na zacatku N jednovrcholovych komponent a na konci vse
splyne v jednu, spoc¢iva vypocet v N —1 opakovanich nasledujicich dvou kroki:

Krok: Volba komponenty

Algoritmus zvoli libovolnou komponentu C vypocetniho lesa. ¢

Krok: Volba hrany

Mezi dvojicemi (v, w), kde v je vrchol ve zvolené komponenté C a w vrchol
mimo ni, vybereme dvojici s nejmensi vzdalenosti a pridame ji do vypocetniho
lesa. ¢

Volba komponenty tedy poskytuje iplnou volnost, volba propojované dvo-
jice naopak je zcela vynucena. Pouze v pripadé, ze by existovalo nékolik dvojic
stejné minimélni vzdalenosti, bylo by povoleno zvolit libovolnou z nich.

Vybér komponenty se v appletu provadi v zavislosti na volbé na ovladaci.
Je-li zvolena volba Ruéné, pak volba komponenty se provede klepnutim na
jeji libovolny vrchol. (Je ale také mozno klepnout na knoflik Zvol kompo-
nentu a Algovize vybere komponentu ndhodné.) Pii volbé Ndhodné Algo-
vize provede volbu ndhodné sama po stisknuti knofliku Krok.

Krok uréeni minimélni hrany provede Algovize vzdy sama po trojim stisk-
nuti knofliku Krok (viz dale). Pfi volbé Nahodné tedy se vypocet pouze
krokuje knoflikem Krok, kdezto pfi rué¢nim provadéni volbu komponenty déla
uzivatel sdm (s tim, Ze ale miZze tuto povinnost predat Algovizi).

Af je jiz komponenta zvolena jakkoli, jeji vrcholy se zvyrazni ¢ervenou
barvou. Pro znazornéni urc¢ovani dvojice s minimalni cenou se tato operace
provadi ve tfech krocich. V prvém z nich se provede animace, béhem niz se
polomér, ktery se s casem zvétsuje. Jakmile se prvni bod nékterého z téchto
okoli dotkne vrcholu leziciho mimo zvolenou komponentu, je nalezena nej-
kratsi spojnice zvolené komponenty se zbyvajicimi vrcholy grafu. V druhém
kroku (neanimovaném) okoli zmizi a zvolend hrana se zvyrazni Cervené a v
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tfetim kroku se zvyraznéni hrany odstrani (jeji Cervena barva se zméni na
standardni zelenou).

Scéna: Metrika L4

Scéna opét ukazuje vypocet kostry, ale vzdalenost dvou bodi neni méfena
Euklidovskou metrikou Lo, nybrz metrikou £1 (neboli sou¢tovou metrikou),
ve které je cena propojeni dvou bodi se soufadnicemi [z1,y1] a [z2,y2] rovna

|21 — x2| + |11 — Y2l

U této metriky nejsou okoli vrcholi kruznice, ale ¢tverce postavené na
koso. Poznamenavam, ze okoli bodu v je mnozina bodu vzdalenych od v o
nejvyse r, kde r je néjaké kladné realné ¢islo; r se nazyva polomér okoli.

Scéna: Metrika L,,qz

Tato scéna je zase jako predchozi dvé, ale metrika, urcujici vzdalenost
dvou bodu je tak zvand maximova metrika L, nebo L., ve které je cena
propojeni dvou bodu se soufadnicemi [x1,y1] a [x2, y2] rovna

max(|z1 — z2l, |y1 — y2l)-

U této metriky nejsou okoli vrcholt kruznice, ale ¢tverce sedici na jedné
své strané.

Scéna: Metricky graf

Tato scéna opakuje pfedchozi, cena hrany je opét jeji Euklidovska délka,
ale propojujici strom musi byt zvolen z modrych hran vychoziho grafu stejné
jako v druhé scéné tohoto appletu.

Okoli vrcholi nejsou ukazana uplné, ale je jen znézornéno, kam az by
dosahovala v nakreslenych hranach. Nejblizsi soused z jiné komponenty je
nalezen, kdyz prvni rtizova ¢ast nékteré hrany dorazi k vrcholu, ktery nepatti
do zvolené komponenty.

V této scéné je pouzivana pouze Euklidovska metrika, protoze okoli vrchola
zde nejsou dobfe patrna a metriky £1 a L4, by uzivatele spis matly.

Scéna: Ohodnoceny graf

Tato scéna opakuje scénu predchozi, cena hrany je ale dana ¢islem zapsa-
nym u hrany stejné jako v treti scéné tohoto appletu.

Pro znazornéni okoli se opét pouzivaji rizové segmenty. Jejich délka ale
roste v riznych hranach rtiznou rychlosti, ktera je neprimo imérné cené hrany.
Znamena to, ze délka rizového segmentu hrany s cenou c je t/c, kde hodnota
t je stejnd pro vSechny hrany a roste s casem.
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Nejblizsi soused z jiné komponenty, nyni vzhledem k obecnym cenam hran,
je opét nalezen, kdyz prvni rizova ¢ast nékteré hrany dorazi k vrcholu, ktery
nepatii do zvolené komponenty.

Scéna: Jarnikiv - Primiv algoritmus

Tato scéna ukazuje algoritmus popsany Jarnikem v roce 1930 a znovu
objeveny Primem v roce 1957, ktery je jednoduchou implementaci obecného
schématu. Na zac¢atku se zvoli zcela libovolné vrchol vy a za komponentu C se
v obecném schématu voli vzdy komponenta obsahujici vrchol vyg.

V pribéhu vypoctu proto neustile naristd jedna komponenta, zatimco
ostatni zistavaji jednovrcholové a jsou “pozirany” komponentou obsahujici
zvoleny vrchol.

Scéna je plné funkéni co do volby vychoziho grafu i metriky a povolenych
hran. Existuji t¥i zdkladni volby: Ohodnoceny graf pfinasi omezeni v po-
dobé povinnych modrych hran s obecnym ¢iselnym ohodnocenim, Metricky
graf mé také povinné hrany, ale s Euklidovsk§m ohodnocenim a Uplny me-
tricky graf nema zadné omezeni volby hran a jejich cena je uréena metrikou.
Je zde mozno zvolit libovolnou z metrik Lo, £1 a Lyq2. Je také pochopitelné
mozno meénit mnozinu vrchol a, pokud to pfichdzi v tvahu, i hrany a je-
jich ceny. Odpada zde pochopitelné volba mezi ruéni a automatickou volbou
komponenty; ta je ddna jednoznac¢né algoritmem.

Efektivni implementace Jarnik - Primova algoritmu vyzaduje vhodny zpt-
sob volby miniméalni hrany vychazejici z nartistajici komponenty obsahujici vr-
chol vg. Vyhodné se d4 provést pomoci haldy (viz kapitola 4) nebo podobné
datové struktury, do které umistime hrany vychazejici z této komponenty s
uvazenim jejich ohodnoceni. Kdyz je do velké komponenty pfidan novy vrchol
v, hrany vedouci z v do vrchold, které jiz v komponenté jsou, se z prioritni
fronty vynechaji a hrany z v do vrcholu, které jesté v komponenté nejsou, se
naopak pridaji. Urceni pridavané hrany se snadno provede pomoci operace
urceni minima, kterou halda implementuje.

Scéna: Kruskaliv algoritmus

Kruskalav algoritmus na prvni pohled nespada pod obecné schéma; je i po-
nékud odlisné vizualizovan. Pozdéji vSak zdivodnime, ze i ten je implementaci
obecného schématu. Nyni ale si algoritmus vysvétlime.

Kruskaltav algoritmus je mozno popsat takto: vychazi se z grafu bez hran
a dokud vypocetni les neni souvisly (neboli dokud nemé n — 1 hran, kde n je
pocet vrcholit), provadi se opakované provadi nasledujici akce:

e mezi hranami spojujici dvé rizné komponenty vypocetniho lesa se najde
hrana s minimadlni cenou, a prida se do vypocetniho lesa.



162 KAPITOLA 15. MINIMALNI KOSTRA GRAFU

V této scéné zkoumame pro jednoduchost pripad metrického grafu bez za-
kazanych hran s metrikou Lo, £1 nebo L4, V nasi animaci se dvojice vrcholi
z riznych komponent s minimalni vzdalenosti nalezne tak, ze ze vsech vrcholi
vsech komponent se za¢nou rozsifovat okoli stejného s ¢asem se zvétsujiciho
poloméru. (Tvar okoli je opét dan zvolenou metrikou). Okoli maji barvu od-
vozenou od barvy svych urcujicich vrcholi, coz umozni snadno odlisit okoli
dvou vrcholi z rtiznych komponent.

Dotek nebo prekryvani okoli vrcholt ze stejné komponenty ponechavame
bez povsimnuti, ale animace se zastavi v okamziku, kdy se dotknou dvé okoli
z ruznych komponent, tedy dvé okoli rizné barvy, protoze v tomto pripadé
spojnice vrcholu v jejich stfedech je hledand miniméalni spojnice dvou riznych
komponent. Misto doteku se oznaci.

Zkuste si vypocet podle Kruskalova algoritmu pro rizné mnoziny vrchola
a metriky. Kruskaliv algoritmus nedava uzivateli zddnou volnost (s vyjimkou
ptipadu, kdy existuji dvé nebo vice hran spojujicich rtizné komponenty, které
maji stejné minimalni ceny - v tomto ptipadé lze volit libovolnou z nich;
Algovize by to provedla ndhodné sama, aniz by se dotazovala uzivatele).

I kdyz to na prvni pohled tak nevypada, i Kruskaliv algoritmus je im-
plementaci vyse uvedeného obecného schématu: krok volby komponenty se
provede tak, Ze se nalezne spojnice h dvou ruznych komponent s minimalni
cenou a za komponentu C se zvoli komponenta obsahujici jeden (libovolné
vybrany) ze dvou konci hrany h. Jelikoz h je hrana s minimalni cenou mezi
hranami spojujicimi rizné komponenty, je i hranou s minimalni cenou mezi
hranami spojujicimi komponentu C s jinou komponentou a proto musi (nebo
miZe - v piipadé existence vice minimdlnich hran tohoto typu) byt v nésledu-
jicim kroku volby hrany obecnym schématem zvolena jako propojeni zvolené
komponenty C s jinou komponentou.

Efektivni implementace Kruskalova algoritmu vyzaduje urceni zptusobu
nalezeni minimalni hrany mezi komponentami. Touto otazkou se budeme blize
zabyvat v nasledujici scéné.

Scéna: Kruskaliv algoritmus jesté jednou

Jak jiz bylo feceno, minula scéna ukazovala, jak nalézt miniméalni kostru
v grafu, pokud umime nalézt hranu minimalni ceny, spojujici dvé rtizné kom-
ponenty vypocetniho lesa. Hledani v ni bylo provadéno animaci, ze které sice
bylo jasné, ze vysledek je skutecné minimalni hrana, nebylo ale zfejmé, jak
animaci efektivné implementovat v pocitaci.

V této scéné ukdzeme standardni a jednoduchy zptisob, jak se hledéani
miniméalni hrany provadi. Na poc¢atku vypocetni les neobsahuje zadné hrany.
Vypocet zac¢ind tim, ze se hrany grafu setiidi do posloupnosti tak, aby jejich
ceny neklesaly. Pak se hrany v tomto pofadi probiraji a pro kazdou hranu se
urci, zda by jeji pridani do vypocetniho lesa vytvorilo cyklus. Pokud nevytvori,
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hrana se do vypocetniho lesa prida, jinak se vyhodi.

Tento postup zjevné do lesa vzdy pridava tu z hran spojujicich ritzné
vSechny probrany a bud mély oba konce ve stejné komponenté jiz kdyz byly
uvazovany a nebo byly do lesa pfidany a od toho okamziku jiz maji oba konce
ve stejné komponenté také.

Otazkou je, jak urcit, zda hrana ma své konce v riznych komponentach
vypocetniho lesa. Zde se vyhodné pouzije faktorovd mnozina, popisovana v
kapitole 6. Kdyz je na zacatku les bez hran, jeho komponenty jsou tvoreny
jednotlivymi vrcholy, coz je vychozi stav faktorové mnoziny. Pro kazdou hranu
se pak urci, do kterych komponent patii jeji konce. Patri-li do téze kompo-
nenty, hrana se vyhodi a faktorova mnozina se neméni. Pat¥i-li do riznych
komponent, pak se hrana prida do vytvareného lesa, ¢imz se obé komponenty
lesa spoji v jednu, coz se také odrazi v tom, Ze je spojime dohromady i ve
faktorové mnoziné.

V této scéné je mozno zvolit vSechny moznosti zadani: obecné ohodnoceny
graf i metricky graf se zakdzanymi hranami nebo Uplny graf a v metrickém
pfipadé jsou dostupné vSechny tii metriky Lo, £1 a L4, Upozoriuji ale na
to, ze v pfipadé uplného metrického grafu jsou hranami vSechny (neoriento-
vané) dvojice riznych vrcholi, kterych je ('2’), kde n je pocet vrchola grafu a
pro vétsi pocet vrchold je toto ¢islo hodné velké a krokovani vypoc¢tu mize
trvat velmi dlouho.

Pokud je na ovladadi zvolen maly krok, probirand hrana se nejprve oznaci
cervené; pokud je pridana do vypocetniho lesa, dostane v dalsim kroku zpét
svoji ptivodni barvu a navic zeleny podklad, zatimco pokud by uzavirala cyk-
lus tak zezloutne, aby byla vizualné potlacena. Pti delsim kroku se zéervenani
preskakuje.

Nakonec poznamenavam, Ze v pripadé tplného metrického grafu, kdy by
bylo tfeba probrat vsechny dvojice vrcholi a postup by byl dosti pomaly, se
nékdy muze hledat minimalni hrana jinak, s vyuzitim geometrické informace,
ktera je k dispozici. Podrobnéjsi popis takovych moznosti by ale byl mimo
ramec této knihy.

Scéna: Sprdavnost

V této scéné ukazeme, ze obecné schéma dava vidy spravné reseni, tedy
minimé&lni kostru zvoleného hranové ohodnoceného grafu. Klicem je dokézat,
ze po celou dobu vypoctu plati nasledujici podminka:

Inv: existuje alespon jedna minimalni kostra grafu, kterd v sobé obsahuje
vSechny hrany vypocetniho lesa (tedy hrany oznacené v appletu zelenou
barvou).
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Tvrzeni (Inv) zjevné plati z trividlnich dtvodd na zacatku vypoctu, kdy
vypocetni les neobsahuje zadné hrany.

Pokud tvrzeni (Inv) plati i na konci vypoctu, pak je vypocetni les mi-
nimélni kostrou. Na konci vypoctu je totiz vypocetni les souvisly, obsahuje
proto alespori n — 1 hran (n oznacuje pocet vrcholtl), ale zaroveil je obsazen
v néjaké minimalni kostfe I, a ta ma také n — 1 hran. Proto vypocetni les
musi byt roven miniméalni kostie K.

Staci tedy ukézat, ze pfidani hrany, zvolené obecnym schématem, do vy-
tvarené kostry vysSe uvedenou podminku (Inv) neporusi. Abychom ukézali,
pro¢ tomu tak je, pridame do pribéhu krokovani vzdy za volbu hrany nékolik
dalsich kroku, které sice vytvarenou kostru neméni a nic nového nepocitaji,
ale objasnuji logické vazby v grafu.

Pridana hrana zustava po dobu pridanych krokt zbarvena cervené, tedy
odligné od starsich hran ve vytvafené kostfe (které jsou zelené) a budeme
ukazovat, co by se stalo, kdyby jeji pfidani porusilo podminku (Inv), tedy
pokud by zadna miniméalni kostra obsahujici staré zelené hrany vytvarené
kostry neobsahovala nové pridanou ¢ervenou hranu.

Také se doCasné ponechava ptivodni barevné oznaceni vrcholti komponent,
které nové pridand hrana spojuje. Jejich barvy se sjednoti az po provedeni
krokt dukazu.

Krok: Oznaceni zvolené komponenty

Komponentu, ktera byla naposledy zvolena v kroku volby komponenty,
budeme dale oznacovat jako C a jeji vrcholy zvyraznime bilym podkladem. ¢

Krok: Alternativni kostra

Jelikoz predpokladame, ze podminka (Inv) platila, ale po pfidani ¢ervené
hrany neplati, méla by existovat minimélni kostra, obsahujici vsechny zelené
hrany, ale ne hranu ¢ervenou.

V druhém vlozeném kroku se vykresli kostra, ktera obsahuje vSechny starsi
(zelené) hrany vytvafené kostry, dalsi hrany nakreslené zluté, ale ne nové
pfidanou ¢ervenou hranu.

Ukéazeme, ze predpoklad, ze kostra tvorena zelenymi a zlutymi hranami mé
mensi cenu nez libovolnd kostra obsahujici v daném okamziku novy vypocetni
les (tedy zelené hrany plus ¢ervenou hranu) vede ke sporu a tim dokazeme,
ze ve skute¢nosti zadny krok obecného algoritmu nemiize podminku (Inv)
porusit.

o

Krok: Alternativni cesta

Konce ¢ervené hrany museji byt v zluto-zelené kostie spojeny cestou; tuto
cestu oznacime 7. Konce ¢ervené hrany pochopitelné nejsou spojeny primo,
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protoze Cervend hrana do zluto-zelené kostry nepatii. V tomto kroku je cesta
m znazornéna tak, ze jeji hrany jsou obroubeny svétle fialovou barvou. ¢

Krok: Nalezent mustku

Jeden z koncovych vrchola ¢ervené hrany lezi v komponenté C, tedy je

oznacen bilym podkladem a druhy konec ¢ervené hrany v C nelezi. Barevny
podklad hran puvodné svétle fialové zvyraznéné cesty v zluté kostie, spojujici
konce Cervené hrany, se prebarvi nasledujicim zpusobem:
Barva prvni hrany, ktera ma jesté jeden konec v C, ale druhy jiz mimo C,
se zméni na ¢ernou. Takovato hrana, které budeme tikat maistek, zjevné musi
existovat. Pokud jsou v cesté hrany predchazejici miistek, zméni se navic jejich
barva ze svétle na tmavé zelenou. Barva ostatnich hran cesty se nezméni. ¢

Krok: Vynechdni mustku

Cerny miistek i Cervend hrana jsou dvé hrany, které maji jeden konec
v komponenté C (jejiz vrcholy jsou oznaceny bilym podkladovym koleckem)
a druhy konec mimo C. Nové pfidana c¢ervend hrana byla volena tak, Ze ma
minimélni ohodnoceni mezi hranami spojujicimi C s jinou komponentou. Proto
musi byt cena ¢erného mustku vétsi nebo rovna cené nové pridané cervené
hrany.

V tomto kroku se ¢erny miistek ze zluto-zelené kostry vyneché a piida se
do ni ¢ervend hrana, ¢imz vznikne nova kostra grafu. Nové vznikly soubor sku-
tecné kostru vytvari: prfidanim cervené hrany se vytvori jediny cykl, tvoreny
cervenou hranou a hranami cesty 7, ktery se ale prerusi vynechanim cerného
mustku. Vynechani ¢erného mustku neporusi souvislost - co bylo spojeno pres
¢erny mustek, je nyni propojeno ¢ervenou hranou spolu s hranami cesty ,
které v kostte ztstaly.

Je jasné, ze soucet ohodnoceni hran nové kostry s cervenou hranou je
bud mensi nebo roven sou¢tu ohodnoceni hran pivodni zluté kostry s éernym
miustkem. V prvnim pfipadé tedy puvodni ¢ervena kostra nebyla minim&lni
(nalezli jsme kostru, ktera je lepsi) a v druhém piipadé jsme urcili kostru,
ktera je stejné dobra jako ptivodni zluto-zelena kostra, ale obsahuje ¢ervenou
hranu. V obou pfipadech dostavame spor s ptivodnim pfedpokladem neplat-
nosti podminky (Inv). ¢






Kapitola 16

Toky v sitich

16.1 Hladovy algoritmus

Cilem této cCasti je definovat problém nejvétsiho toku v siti a zavést pojem
rezervy hrany a prenosu prebytku toku, které pak umozni algoritmy pro hle-
dani nejvétsiho toku formulovat jednoduse a prehledné. PopiSeme zde také
jednoduchy algoritmus pro hledani toku, ktery je typu, obvykle nazyvaného
“hladovy”, a ktery sice neumoznuje nalézt optimalni feSeni problému, ale
ukéze, pro¢ je vhodné algoritmy formulovat v feci rezerv a prenosu prebytku.

Sit je orientovany graf spolu se dvéma jeho navzdjem rtiznymi vrcholy,
které oznacujeme jako zdroj (zobrazen zelené) a spotrebi¢ (zobrazen modfe).
Kromeé toho je kazdé hrané grafu pfifazeno nezaporné realné ¢islo, nazyvané
kapacita hrany. Vrcholy sité rizné od zdroje a spotfebice nazyvame vnitrni
vrcholy.

Tok v siti je funkce ¢, ktera kazdé hrané h ptifazuje ¢islo ¢(h), pro které
plati 0 < ¢(h) < ¢(h), kde ¢(h) je kapacita hrany h a navic pro kazdy vnitini
vrchol v plati, ze soucCet tokt hranami vstupujicimi do v je roven souc¢tu toku
hranami vystupujicimi z v, tedy

S o= Y k),

hein(v) keout(v)

kde in(v), resp. out(v), je mnozina hran sité vstupujicich do v, resp. vystu-
pujicich z v.

Je mozno si predstavit, ze uzly jsou meésta, hrany jsou tiseky zeleznice nebo
silnice, kterymi se snazime dopravovat jisty druh zbozi z jednoho mésta (zdroj)
do jiného mésta (spotfebi¢), pficemz kazda cesta ma omezenou prichodnost
a zbozi se skutecné jen prepravuje, ale v zadném jiném nez vychozim nebo
cilovém mésté se neskladuje, nespotiebovava ani neztraci, ale také nevznika.
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Je také mozno si hrany predstavovat jako vodovodni nebo ropné potrubi
nebo elektrickd vedeni, kdy je pozadavek bezeztratové dopravy obvykle pri-
rozenym zpusobem splnén.

V ramci vyse uvedenych omezeni se budeme snazit o prepravu co nejvétsiho
mnozstvi zbozi nebo tekutiny ze zdroje. Toto mnozstvi je dano prebytkem
toku ve spotfebici (kam obvykle tok pouze pFiték4, i kdyz definice nezabraruje
tomu, aby ¢ast byla soucasné odvadéna a t¥eba i vedena zpét do zdroje) a je
sou¢asné rovno deficitu zdroje (ze kterého obvykle tok jen odtéka).

Z divodt, které uvidime pozdéji, budeme piedpokladat, ze pokud (v, w)
je hrana sité, pak i hrana opaénd, t.j. (w,v) do sité patfi. Pokud by v siti
nebyla, tak ji pfiddme s nulovou kapacitou (coz je z hlediska tok totéz jako
kdyby tam nebyla).

Scéna: Nejvétsi tok

Tato scéna umoziiuje si pro zobrazenou sit nechat ukézat nejveétsi tok
stisknutim knofliku Krok (a vratit se do vychoziho stavu knoflikem Zpét).
Pred provedenim vypoctu toku je v této scéné u kazdé hrany uvedena jeji
kapacita; po vypo¢tu toku je u ni uvedena dvojice tok:kapacita (a hrany,
kterymi tece nulovy tok zeSednou). Tak tomu je, pokud je na ovladaci zvoleno
Automatické oznaceni. Zménou volby je mozno dosdhnout toho, Ze je stale
zobrazena kapacita nebo stale zobrazen tok a nebo je stale zobrazena dvojice
¢isel tok:kapacita.

Ovérte si, ze pro vypocteny tok plati vyse uvedené podminky. Ovéfeni
optimality je také mozné, ale neni jednoduché. Je mozné jej provést zptusoby,
které budou uvedeny pozdéji.

Scéna umoznuje bézné tpravy sité jako pridavani, odebirani a pfesouvani
vrcholt a pfidavani a odebirani hran a zmény jejich kapacity (po klepnuti na
hranu pravym knoflikem mysi a volbé v popup menu). Je také mozno zménit
zdroj i spotfebié¢ (po klepnuti na zvoleny vrchol pravym knoflikem mysi vybrat
v popup menu) nebo zobrazit néktery z preddefinovanych piiklada. K editaci
je tfeba volbu Pocitej zménit na Edituj.

Scéna: Hladovy algoritmus

Zakladni myslenka Ford-Fulkersonova algoritmu je jednoducha: zac¢iname
nulovym tokem (zddnou hranou nic netece), ktery postupné zvétsujeme tak
dlouho, dokud nenalezneme nejvétsi mozny tok. Nejjednodussi (ale, jak uka-
Zeme dale, nedostatecny) zpusob zvétSeni toku je nasledujici:
nalezneme orientovanou cestu ze zdroje do spotfebice takovou, ze kazdou jeji
hranou protéka méné toku nez je jeji kapacita, takze je mozné tok jesté o néco
zvysit, a pak zvysime hodnotu toku vSemi hranami o jistou hodnotu A.

Hranami cesty musi protékat tok mensi nez jejich kapacity, aby tok bylo
mozno zvétsit bez poruseni kapacitniho omezeni. Proto tok hranou h s kapa-
citou ¢(h), kterou jiz tece tok t(h), je mozné zvysit nejvyse o c(h) — t(h). V
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dusledku toho nejvétsi hodnota A, kterd neporusi kapacitni omezeni, je rovna
miny (c(h) — t(h)), kde minimum se bere pfes hrany cesty. Kirchhofav zakon
(rovnost pFitoku a odtoku ve vSech vnitinich vrcholech sité) se neporusi, pro-
toze pro kazdy vrchol cesty rizny od zdroje a spotiebice se pritok i odtok
zvysi o A. Velikost toku vychazejiciho ze zdroje se ovSem zvysi o A.

Krokujte si algoritmus a sledujte hledani a zpracovani cest. Na ovladaci je
mozno nastavit, jak detailné se krokovani bude provadeét.

Uvedeny algoritmus se obvykle nazyva hladovy, protoze jen stale ujida
kapacitu hran pro zvyseni toku a neni ochoten tok nékterou hranou snizit pro
dosazeni globalniho zlepseni.

Vypocet probiha pomalu, ale pro pochopeni myslenky algoritmu staci jej
sledovat jen chvili.

Bohuzel se muze stat, jak uvidime v pristi scéné, ze dalsi zlepSeni toku
vyuzitim piimé zlepSujici cesty neni mozné, ale optimélni tok pfesto neni
nalezen.

V této a mnoha nasledujicich scénach se také ukazuje pseudokdd algo-
ritmu, ve kterém je znazornéno, jak vypocet probiha. Pokud vam pseudokdd
vadi, vypnéte jeho zobrazovani (zméiite Program automaticky na Skryj
program).

Scéna: Hladovy algoritmus - selhdni

V této scéné je ukdzana jedna velmi jednoduchd sit, ve které postupem
podle predchozi scény nalezneme tok, ktery jiz hladovy algoritmus dale zlepsit
neumi, ale nend nejvétsi mozny, nebot v siti existuje odlisny tok vétsi velikosti.
Je z toho vidét, Ze neustalé zvySovani toku pouzitim primé zlepSujici cesty
muze vést do slepé ulicky a, jak uvidime dale, je obcas nutno prikrocit k
tomu, ze se tok nékterymi hranami tfeba i opakované snizi a pak se zac¢ne
zvySovat jinym zptisobem a teprve tak bude mozno nalézt optimalni tok.

U zobrazeného ptikladu optimalni tok vyuziva plné kapacity hran na ob-
vodu sité, ale nevyuziva piicku pres stfed sité; jeho velikost je 2. Vypocetni
postup je volen tak, ze ale hladovy algoritmus nalezne tok velikosti 1, ktery jiz
nelze zlepsit pouhym zvétsovanim tokt hranami. Je to proto, Ze pfi zpracovani
prvni nalezené cesty se zvysi tok prickou na 1, ale snadno si mizete ovérit,
ze zadny tok, ve kterém prickou tece nenulovd hodnota toku, nemtize mit
optimalni velikost 2. Pfitom hladovy algoritmus neumi tok prickou zmensit.

Volbu zlepsujicich cest provadi Algovize sama, protoZe je mozno ukazat,
Ze v libovolné siti lze hladovy algoritmus navadét (t.j volit cesty pro zlepSeni
toku) takovym zpusobem, ze optimalni tok najde. Naptiklad v nasem piikladu
by stacilo napfed vybrat cestu slozenou ze dvou hornich hran a pak cestu
obsahujici spodni dvé hrany. Mohlo by se proto stat, ze uzivatel bude zamérné
nebo nadhodou volit cesty tak, ze nalezne optimalni tok, zatimco cilem scény
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je ukazat, ze algoritmus mize zabloudit a zastavit se, aniz by nejvétsi mozny
tok nalezl.

Scéna: Prenos prebytku

V nésledujicich nékolika scénach bude ukazan jiny pohled na zlepSovani
toku, ktery umozni upravit hladovy algoritmus tak, aby bylo optiméalni feseni
vzdy nalezeno. Toto zlepseni popsali v roce 1964 Ford s Fulkersonem, po nichz
je zlepSeny algoritmus nazvan.

Predstavme si, Ze tok hranami cesty zvétSujeme o uréenou hodnotu A
postupné v tom poradi, v jakém se na cesté nachazeji. Pak je v pribéhu
této akce vzdy v jednom vrcholu (koncovém vrcholu naposledy zpracované
hrany) poruSena podminka rovnosti toku pfitékajiciho a toku odtékajiciho -
do vrcholu pritéka o A jednotek toku vice nez pred zpracovanim cesty, ale
odtéka zatim stejné. Tento rozdil budeme nazyvat piebytek.

Vyuzivajice analogii s vodovodni siti budeme prebytek znazornovat vysi
pruhovaného sloupecku nad vrcholem, predstavujictho vyrovnavaci nadrz s
proménlivou vyskou hladiny, ktery je tmérna rozdilu pfitoku do vrcholu a
odtoku z vrcholu. Jestlize je pfebytek zaporny (tedy ve skutecnosti deficit -
nastava to pouze u zdroje), bude sloupecek pod vrcholem predstavovat hla-
dinu ve studni, ze které rozdil do¢erpavame.

Zkuste si knoflikem Krok krokovat prubéh vypoctu zpracovani prvni ces-
ty. Algovize nejprve najde (hranu po hrané) cestu ze zdroje do spotfebice a
uréi patficné A. Potom, opét po jednotlivych hranéch, zvysuje tok. Hrana, ve
které se bude tok zvySovat, je znazornéna Cervené; je vidét, ze zvysSeni toku
hranou mé za nasledek odvedeni prebytku z jejiho pocatec¢niho vrcholu do
jejiho koncového vrcholu. V okamziku, kdy se kladny prebytek dostane az do
spotfebice (ve kterém je pfipustny), zpracovani cesty konéi a za¢ind urceni a
zpracovani dalsi cesty (pokud existuje).

Algoritmus pracuje podobné jako v pfedchozi scéné - zvoli si nejprve cestu
pres pricku, takze pokud by pracoval hladové, po zpracovani prvni cesty by se
zastavil, aniz by byl nalezen optimalni tok. Zde ale vypocet pokracuje dale.
Misto aby nalezl dalsi orientovanou cestu ze zdroje do spotiebice, Algovize
ukaze postupné tii hrany, z nichz prostiedni je ale v protisméru.

Pak se zahaji prenos prebytku ze zdroje do spotiebice. Nejprve se jiz zna-
mym zpusobem odvede dalsi jednotka toku za zdroje do spodniho vrcholu
zvySenim toku prislusnou hranou. Pak se stfedni pticka zobrazi jako Siroka
Sipka; jeji sirka odpovida kapacité a Sirka cerveného pruhu odpovida toku,
ktery ji prochazi.

Jelikoz v tomto okamziku sirokou hranou prochézi tok velikosti 1, ktery
je roven jeji kapacité, je Gerveny pruh roztazen pres celou jeji Siftku. Prejedte
ale mysi se stisknutym knoflikem pfes hranu. Hrana cerveného pasu sleduje
kurzor, takze se jeho $ifka méni a tim je mozno ménit velikost toku hranou z
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maximalni hodnoty az na nulu.

Snizovani toku pti¢kou (tok tece shora dolit) zptlisobi, Ze se prebytek ve
spodnim vrcholu pficky snizuje a o tutéz hodnotu se ale zvysuje pfebytek
horniho vrcholu pticky (ptivodné nulovy). Piebytek je tedy také mozno prevést
z jednoho vrcholu do druhého tak, ze se sniZi tok hranou v protismeéru, pokud
ji te¢e nenulovy tok.

V ptvodni verzi proto Ford-Fulkersontiv algoritmus zlepsoval tok podle
tak zvanych zobecnénych cest, na kterych byly hrany ve sméru s rezervou a
hrany v protisméru s nenulovym tokem. Nez ukazeme, ze takto sestrojeny al-
goritmus jiz vZdy nalezne optimalni tok, zavedeme si v nasledujicich nékolika
scénédch pojmy, které umoznuji formulovat algoritmus jednotnym a zjednodu-
Senym zpusobem, bez neustalého rozdélovani hran zobecnéné cesty na primé
a zpétné.

Scéna: Tok hranou

Abychom nemuseli stale rozebirat, zda k pfrenosu prebytku dochézi hla-
dovym zvySovani toku hranou nebo snizovanim toku protismérnou hranou,
zavedeme v nékolika nasledujicich jednoduchych scénach zpiisob prace s pre-
bytky, ktery situaci zjednodusi.

Tato scéna je jen pfipravna a graficky znazornuje toky ve dvou opacné
orientovanych hranach mezi dvéma vrcholy. Tahnutim mys$i uvniti jedné z
téchto Sirokych hran se méni Sifka pasu, ktery graficky znézornuje velikost
toku hranou (v horni hrané, jdouci zleva doprava, je svétle zeleny, v dolni
hrané sméfujici vlevo, je tmavé zeleny). Sitka hrany odpovida jeji kapacité.
Zkuste v obou hranach nastavit nenulovy tok. Zluté sloupce u konct hran
znézornuji prebytky toku v koncovych vrcholech hran (nebo presnéji piispévky
k pfebytktm toku od zobrazenych hran). Pfebytek je kladny, pokud je sloupec
nad délici ¢arou mezi vyobrazenymi hranami, zaporny pokud je sloupec pod
c¢arou. Ménte toky a sledujte, ze vzdy jeden pfebytek roste a druhy o tutéz
hodnotu klesa.

Scéna: Cirkulace

Scéna je v zasadé opakovanim piedchozi. Obecnd definice i nas applet pii-
pousti, aby obéma opac¢nymi hranami tekl kladny tok. Z praktického hlediska
i z hlediska hledani nejvétsiho toku to ale neni prilis tcelné; vozime-li jisté
zbozi z Prahy do Brna a soucasné stejné zbozi vezeme z Brna do Prahy, jen
plytvame prostredky.

Ta c¢ast toku, kterad tece v obou hranach soucasné, je na obrazovce znazor-
néna modfe a nazyvame ji cirkulace. (Pro se¢télé étenédfe: nas pojem cirkulace
je jen specidlnim pfipadem toho, co se obvykle cirkulaci také nazyva).

Jestlize cirkulaci odecteme od toki obéma hranami, nase situace je muize
jen zlepsit: Toky se snizi pri zachovani jejich nezapornosti, takze kapacitni
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omezeni zistanou v platnosti, ale hrany maji vice rezervy pro dalsi zvySovani
toku. Soucasné snizeni toku v obou hranach o stejnou hodnotu také nezméni
prebytky ve vrcholech a proto tok ziistane tokem (nulové piebytky ve vnitinich
vrcholech sité) a jeho velikost (pfebytek ve spotfebidi) se také nezméni. Z toho
plyne, Ze existuje maximélni tok (nés cil), bez cirkulaci.

Scéna: Tok bez cirkulace

Tato scéna se podoba predchozi, ale ukazuje jiz toky bez cirkulaci. Jestlize
tedy v jedné z obou hran je nenulovy tok, tok druhou je nulovy. Zkuste si opét
nastavovat toky hranami; pozadavek nenulového toku jednou hranou vynuluje
tok v druhé z nich.

Se stisknutou mysi se nyni pohybujte od horniho okraje horni hrany ke
spodnimu okraji dolni hrany. Je zfejmé, ze okamzity stav (toky hranami)
je popsan jedinym parametrem - vyskou rozhrani tazeného mysi - ktery se
méni v rozmezi od vrchniho okraje horni hrany po spodni okraj dolni hrany a
nékdy predstavuje tok zleva doprava, jindy tok smérem opacnym. Jak rozhrani
stoupd, zvysuje se prebytek v pravém vrcholu a soucasné klesa prebytek levého
vrcholu.

Je snadno vidét, ze rezerva pro zvySeni prebytku vrcholu vpravo (a sou-
Casné pro snizeni piebytku vlevo) je dédna vzdalenosti horniho okraje horni
hrany a pohyblivého rozhrani, jak je naznaceno c¢ervenou kétou s popisem
“rezerva” umisténym nad hranami. Pokud je tok horni hranou kladny, pak
tato rezerva je rovna jeji kapacité, snizené o velikost toku hranou; rezerva je
tudiz mensi nez jeji kapacita. Jestlize ale je kladny tok spodni hranou, ktery
jde v opa¢ném sméru, pak prebytek zleva doprava lze prenaset tak, Ze se nej-
prve snizuje az na nulu tok spodni hranou a pak se zvySuje tok horni hranou
az do jeji kapacity. Rezerva pro pienos prebytku je tedy vétsi nez kapacita
horni hrany. Obdobné tomu je i se spodni hranou.

Scéna: Rezerva

Tato scéna opakuje pfedchozi, ale je v ni vynechana hranice mezi hranami,
aby bylo zduraznéno, Ze moznost zvySovani nebo snizovani prebytki vrchola
nezavisi na této hranici, ktera urcuje kapacity hran, ale pouze na vzdalenosti
mezi hornim okrajem horni hrany a dolnim okrajem dolni hrany, ktery je dan
souctem kapacit téchto hran. Rezerva pro zvysSeni prebytku pravého vrcholu,
dané vzdalenosti horniho okraje horni hrany a pohyblivého rozhrani (Sifka
bilého pasu) a rezerva pro zvySeni piebytku levého vrcholu, dand vzdalenosti
pohyblivého rozhrani a dolniho okraje dolni hrany ($itka Sedého pésu), jsou
pak urceny polohou pohyblivého rozhrani. Soucet téchto rezerv pro zvyseni
prebytku je zjevné konstantni a rovny souctu kapacit hran.

Pro tplny popis situace proto bude vzdy (pfedpokladajice znalost kapacit
hran) dostatecné znét rezervu jedné z hran (druhou lze snadno dopoéitat).
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Scéna: Tok a rezerva

Pro popis algoritmii je daleko vyhodnéjsi pouzivat rezervy hran a ne jejich
toky, protoze ptrenos prebytku podél hrany e se v Teci toki musi rozdélovat
do dvou moznosti: zvyseni toku hranou e nebo snizeni toku hranou opacnou,
zatimco v el rezerv jde v obou pfipadech o sniZeni rezervy hrany e (za
soucasného zvyseni rezervy hrany opacné o stejnou hodnotu, protoze soucet
téchto rezerv je konstantni a rovny souctu kapacit hran).

Za predpokladu nulového vychoziho toku se proto na pocatku vypoctu
polozi vychozi rezervy hran rovné jejich kapacitdm a tok se upravuje tak,
7e se prenasi podél hran prebytky ve vrcholech za soucasné zmény rezerv
dotcenych hran. Na konci vypoctu ale je nutné zpét z rezerv hran spocitat
toky jednotlivymi hranami. Tato scéna ukazuje, jak se to provede.

Nastavte pomoci mysi vhodné rezervy jako v pfedchozi scéné (t.j. zvolte
polohu rozhrani mezi bilym pasem, ktery je rezervou pro prenos zleva doprava
a Sedym pasem - rezerva zprava doleva) a kliknéte na checkbox Vypoéet
toku. Absolutni velikost toku se zobrazi jako Sitka zeleného pasu a smér
toku, t.j. jedna-li se o tok hranou zleva doprava nebo zprava doleva, se pozna
podle zkoseni daného ¢elem odpovidajici hrany.

Scéna: Nulovd kapacita

Nyni jesté zavérecna scéna tykajici se tokt a kapacit: spodni hrana zde
mé nulovou kapacitu (coz je vlastné totéz jako by v siti nebyla). Z obrazku je
ale vidét, zZe tato hrana miiZe i pfesto mit nenulovou kladnou rezervu; ta je v
takovém pripadé rovna toku opa¢nou hranou a znamend, ze zména prebytkit
koncovych vrcholt se da provést snizenim toku opac¢nou hranou.

V nasledujicich scénach tykajicich se tokt v sitich budeme pro formulaci
algoritmt pouzivat vyhradné pojmu rezervy hrany a toky hranami se budou
dopocitavat az dodatecné na konci vypoctu.

Ve vétsine scén budeme pouzivat zobrazeni ukazujici ty hrany, které maji
kladnou rezervu (véetné téch, které byly do sité doplnény dodateéné s nulovou
kapacitou), ale na druhé strané skrgvajici hrany s nulovou rezervou, protoze
ty jiz nejsou pouzitelné k dalsimu pienosu prebytku. (Tyka se volby rezerva
a rezerva:kapacita - v nékterych scénich a v médu Prace lze zptisob zob-
razeni volit z vice moznosti).

16.2 Ford-Fulkersoniiv algoritmus

Nyni shrneme a trochu rozvineme to, co bylo vysvétleno v predchozi subkapi-
tole. Pfedpokladejme, Ze je na hranéch sité definovéana jista funkce t, ktera sice
vyhovuje stejnym kapacitnim omezenim jako tok, ale mize mit nezaporny pre-
bytek i ve vnitinich vrcholech (tedy je povoleno, aby do vnitinich vrcholt pfi-
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tékalo hranami vice nez odtéka). Takové funkci budeme fikat vinal. Specialng
tedy t muze byt tok, tak jak byl definovan v prvni scéné. Pak fekneme, Ze re-
zerva hrany h = (u, v) je ¢islo r(h), definované jako r(h) = c(h)—t(h)+t(h°P),
kde h°P piedstavuje hranu (v, u). Rozpomerite se na nasi tmluvu, ze s kazdou
hranou h = (u,v) je v siti i hrana opa¢nd t(h°?) = (v,u), ale Ze nebudeme
pripoustét, aby platilo soucasné t(h) > 0 a t(h°P) > 0. V definici rezervy proto
je vzdy jeden ze sc¢itanct nulovy.

Pokud mé hrana h = (u,v) kladnou rezervu R a pokud ¢ je vlna, ktera
mé ve vrcholu u kladny prebytek E, pak pro libovolné kladné ¢islo A takové,
7e A < min(R, F), je mozno manipulaci s hodnotami ¢ pro hranu h = (u, v)
a/nebo h°P = (v,u) (pokud jsou hranami sité) dosdhnout snizeni prebytku ¢
ve vrcholu u o hodnotu A za soucasného zvysSeni prebytku vrcholu v o tutéz
hodnotu A. Pfitom dojde soucasné k tomu, Ze rezerva hrany h o A poklesne
a soucasné se rezerva opacné hrany h°? o A zvysi. Této operaci budeme fikat
preneseni prebytku velikosti A z vrcholu u do vrcholu v.

Konkrétné manipulace s toky v h a/nebo h°P pii pfendseni prebytku z
vrcholu u do vrcholu v vypada takto:

e jestlize 0 < A < ¢(h°P), pak hodnotu ¢(h°P) snizime o A;

e jestlize 0 < ¢(h°P) < A, pak hodnotu t(h) zvysime o A — ¢(h°P) a pak
hodnotu ¢(h°P) snizime na nulu;

e jestlize t(h°P) = 0, pak hodnotu t(h) zvysime o A;

Nakonec si povSimnéte, ze pokud t je nulovy tok, pak rezervy hran sité
jsou rovny jejich kapacitam.

Hranam, které maji kladnou rezervu, budeme také fikat nenasycené a
hrandm s nulovou rezervou nasycené. Cesta slozend z nenasycenych hran se
bude nazyvat nenasycend cesta.

Scéna: Ford-Fulkersonuv algoritmus

Jak uz bylo naznaceno vyse, Ford-Fulkersoniv algoritmus je s vyuzitim
pojmu rezervy hrany mozno popsat velmi jednoduse. Misto prace v puvodni
siti budeme pracovat v siti, kterou budeme nazyvat sit rezerv. Sit rezerv mé
stejné vrcholy jako ptuvodni sit, ale mnozina jejich hran zévisi na tom, jaky
v zékladni siti tece tok nebo obecnéji vina a proto se sif rezerv v pribéhu
vypoctu stale méni. Predpokladame-li, ze v jisty okamzik tece zakladni siti
vlna ¢, pak hranami v siti rezerv pravé ty hrany h = (u,v) pivodni sité, které
maji kladnou rezervu, tedy pro které plati r(h) > 0.

1V angli¢ting se tok nazyva flow a vina je pre-flow. Cesky by se tedy mohly pro vinu
pouzit vyrazy jako “predtok” nebo “pratok”, ale jejich osklivost mne vedla k tomu, Ze jsem
vynalezl zcela odlisné pojmenovani, které ale podle mého dobte vystihuje, jak se “pre-flow”
pouziva zde a predevsim u Goldbergova algoritmu
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Algoritmus zac¢ind se z nulového toku a dokud je mozné nalézt cestu ze
zdroje do spotiebice, kterd je tvorena hranami s kladnymi rezervami, pak
jednu z takovych cest vybereme a po jejich hranich presuneme ze zdroje
do spottebice prebytek rovny minimu A z rezerv hran cesty. Tato hodnota
je nejvetsi mozna velikost prebytku, ktery se da postupné hranami prenést,
aniz by doslo k poruseni kapacitnich omezeni. Je ziejmé, ze touto operaci se
velikost toku zvysi o A.

Zkuste si vypocet pro zobrazeny priklad a pripadné i dalsi sité z nabizeného
souboru nebo vlastni konstrukce. Na obrazovce je (s vyjimkou za¢atku a konce
vypoctu) zobrazovéna sit rezerv, tedy Sipky predstavuji hrany, které maji
kladnou rezervu. Je velmi dilezité, abyste pochopili, jak se pfi zpracovani
jedné cesty zméni rezervy hran a jak se zméni mnozina hran sité rezerv: vSem
hranadm zpracovavané cesty poklesne rezerva o A. Alespoil jedné hrané cesty
(ale ¢asto i vice, naptiklad vSem hrandm cesty) poklesne rezerva na nulu a tim
padem ze sité rezerv vypadne. Zaroven se vSem opa¢nym hrandm rezerva o A
zvy$i a proto se vSechny v siti rezerv objevi, pokud v ni jiz predtim nebyly.

Scéna: Rez a optimalita

Predchozi scéna ukazala, jak Ford-Fulkersontv algoritmus zvysuje tok po-
moci zlepsujicich cest. Na prvni pohled ovSsem neni jasné, zda v okamziku, kdy
algoritmus nenachézi dalsi zlepsujici cestu, je nalezeny tok nejvétsi mozny. V
této scéné ukazeme, ze tomu tak je.

Pro zvolenou sit provedte cely vypocet Ford-Fulkersonova algoritmu. Volba
kroku je nastavena na nejvyssi hodnotu Cely vypocdet, takze je to mozné
provést jedinym stisknutim knofliku Krok. Mizete ale také volbu kroku zmé-
nit a vypocet provadét po vétsich ¢i mensich krocich postupné.

Rekneme, Ze vrchol sité je dosazitelny, pokud do ného vede cesta sloZend
z hran s kladnymi rezervami. Zdroj je z trividlnich divodu dosazitelny, ale
spotiebi¢ v okamziku zastaveni vypoctu dosazitelny neni, protoze by se ji-
nak Ford-Fulkersoniiv algoritmus nezastavil, ale upravoval by tok dale podle
nékteré cesty, kterou lze spotiebi¢ dosdhnout ze zdroje.

Provadéjte vypocet az do jeho ukonceni. V tento okamzik se barevné ozna-
¢eni vrchold zméni. VSechny dosazitelné vrcholy se zbarvi na stejnou barvu
jako zdroj, tedy na zelenou. VSechny nedosazitelné vrcholy se zbarvi na stej-
nou barvu jako spotiebi¢, tedy modrou. Dojde k rozdéleni mnoziny vrcholi
do dvou ¢asti - dosazené a nedosazené, a toto rozdéleni nazveme 7ez.

Zméni se také barvy hran. Méjte na paméti, ze nejsou zobrazeny vSechny
hrany, ale pravé ty hrany, které maji kladnou rezervu. Z nich hrany spoju-
jici dva zelené dosazitelné vrcholy se také zbarvi zelené a hrany spojujici dva
modré nedosazitelné vrcholy se zbarvi modfe. Nakonec hrany vychazejici z
nedosazitelného vrcholu a konéici ve vrcholu dosazitelném jsou obarveny cCer-
vene.
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Povsimnéte si, ze nevidime zadnou hranu vedouci z néjakého zeleného
(tedy dosazitelného) vrcholu u do né&jakého modrého (tedy nedosazitelného)
vrcholu v, protoze kdyby byla zobrazena, méla by kladnou rezervu a oriento-
vand cesta v siti rezerv ze zdroje do u (musi existovat, protoze u je dosazitelny)
spolu s hranou (u,v) by znamenala, %e i v by byl dosazitelny, coZ by byl spor
s nasim vychozim pfedpokladem.

Nyni je myslim zcela jasné, ze ze zelené ¢asti sité se do modré ¢asti neda
zadnym zptisobem dopravit vice toku, protoze zadna z hran, které jsou v
tomto sméru, jiz nema pouzitelnou rezervu. Matematicky korektni dikaz to-
hoto tvrzeni vsak zde podavat nebudu, odkazuji vis na standardni ucebnice
grafovych algoritma.

Scéna: Rychlost vipoctu

V predchozi scéné jsme ukazali, ze Ford-Fulkersontuv algoritmus na rozdil
od hladového algoritmu vzdy nalezne optimalni feSeni.

Jedinou otazkou je, jak dlouho to trva. Myslim, ze nebudete mit trpélivost
dokoncit vypocet, ktery bude probihat na obrazovce, ale jeho mySlenku jisté
pochopite. Asi si vSimnete, ze Algovize cesty voli zdmérné tak, aby vypocet
nesméroval k cili prili§ rychle. Méjte vsak na paméti, ze Ford-Fulkersontv
algoritmus nepredepisuje volbu cesty, pokud je vice moznosti a proto je tento
postup zcela legitimni. V pripadé iracionalnich kapacit se dokonce muze stat,
ze vypocet neskonci nikdy.

Zkuste si vypocet krokovat - uvidite, ze zpracovani kazdé cesty zlepsi
tok o 1. Liché iterace naleznou cestu prochézi ze zdroje pfes horni vrchol do
dolniho vrcholu a pak do spotfebice, coz vede ke zvySeni toku v pficce na 1.
Sudé iterace pak ze zdroje jdou nejprve do dolniho vrcholu, protismérné piic-
kou do horniho vrcholu a pak do spotfebice, coz vede ke snizeni toku piickou
na nulu a hra se muze opakovat. Jelikoz, jak jisté vidite, je velikost maxi-
malniho toku v zobrazené siti 2000, trval by vypocet opravdu dlouho; jsem
presvédcen, Ze neprojdete ani prvnich padesat cest, které Algovize nabidne.

Pocita¢ by sice pro tuto sit vypocet dokoncil v rozumné dobé, ale jiz v
ramci 32-bitovych celych ¢isel by bylo mozno zménit kapacity hran na ob-
vodu na zhruba 2 miliardy a tedy by pocet iteraci dosahl okolo 4000000000 a
pouzitim 64-bitovych hodnot kapacit by se doba trvani vypoctu mohla zvysit
na hodnotu, pfesahujici soucasné (a ziejmé i budouci) vypocetni moznosti
lidstva. Je proto zaddouci nalézt rychlejsi algoritmus, kde by predevsim bylo
mozné stanovit horni odhad doby vypoctu jen ze znalosti poc¢tu hran a vr-
cholti a nebylo by mozno vypocet libovolné prodluzovat zménou kapacit. Dva
takové algoritmy, Dinitziv a Goldbergtuv, budou popsany v dalsi ¢asti.
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16.3 Dinitztv algoritmus

Scéna: Dinitzuv algoritmus

Dinitztv algoritmus je vlastné implementaci Ford-Fulkersonova algoritmu.
Ford-Fulkersonuv algoritmus nepfedepisuje, jakd zlepSujici cesta (t.j. nenasy-
cend cesta ze zdroje do spotfebife) se méa vybrat, pokud je jich k dispozici
vice. Dinitzuv algoritmus stanovi, Ze je tfeba vybrat tu z nich, kterd obsa-
huje nejméné hran. Jak uvidime, tento jednoduchy trik zptsobi prekvapivou
zménu nejhorsiho mozného chovani algoritmu. Nezavisle jej objevili také Ed-
monds a Karp, ale Dinitzova implementace navic obsahuje v kazdé své fazi
predzpracovani, které vypocet jesté urychli.

V hrubych krocich je vypocet ukdzan na obrazovce. Provadéjte vypocet
krokovacimi knofliky; jednotlivé faze vypoctu zde budou komentovany. Vy-
pinatelnym zpusobem Algovize také ukazuje schéma programu, ktery algo-
ritmus implementuje a znazornuje v ném postup vypoctu. Bloky schématu
koresponduji s kroky vypoctu, jak jsou popsany dale. AZ na vyjimky je na
obrazovce ukdzana sif rezerv, tedy jsou nakresleny jen ty hrany, které maji
rezervu nenulovou.

Krok: Inicializace

Zde se provedou jednoduché tvodni operace, predevsim urceni poc¢atecnich
rezerv hran, které nebudu blize komentovat. ¢

Krok: Urceni vrstev

Vrcholy rozdélime do vrstev; vrchol v je v k-té vrstvé, pokud cesta s
nejmensim poc¢tem hran ze zdroje do v, tvorend hranami s kladnou rezer-
vou, obsahuje k£ hran. V nulté vrstvé je tedy jen zdroj, v prvni vrstvé vrcholy,
do kterych vede ze zdroje hrana s kladnou rezervou, v dalsi vrstvé vrcholy,
do kterych vedou hrany s kladnou rezervou z prvni vrstvy atd. Vrstvy jsou
naznaceny svislymi pasy.

Obecné se muze stat, ze do nékterého vrcholu v siti rezerv cesta ze zdroje
viitbec nevede. Takové vrcholy by byly zobrazeny u pravého okraje obrazovky.

Je vam jisté ziejmé, Ze rozdéleni do vrstev se hleda prohledanim grafu
rezerv do Sirky, viz Kapitola 13.

Kdyz se vrcholy déli do vrstev poprvé, jsou toky hranami rovny nule a
tedy jejich rezervy jsou rovny kapacitdm, ale rozdélovani do vrstev se bude
miniméalni a rozdéleni do vrstev mize byt zcela odlisné.

V této fazi ptitadime kazdému vrcholu v ¢islo L(v), které iké, kolik hran
ma nejkratsi cesta z poc¢atku do v v siti rezerv (tedy cesta sloZend z hran s
kladnymi rezervami). Pokud vrchol v neni v siti rezerv dosazitelny z pocatku,
pak L(v) = c0. ©
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Krok: Test ukonceni vypoctu

Pokud by v siti nevedla ze zdroje do spotiebice cesta tvofena nenasycenymi
hranami, coZ bychom pfi uréovani vrstev zjistili tim, ze L(s) = oo (kde s je
spotiebic), pak vypocet kon¢i vyskocenim z cyklu a provedenim zévéreénych
Uprav; jak jsme jiz ukazali dfive, znamena to, Ze jiz byl nalezen maximalni
tok. ¢

Krok: Vynechdni pomalych hran

Do tohoto kroku se dostaneme, pokud pfi urc¢ovani vrstev bylo mimo jiné
zjisténo, Ze v siti rezerv existuje cesta ze zdroje z do spotiebice s. Konecné
L(s) pak udava délku této cesty. Dinitztiv algoritmus piikazuje, aby pro zlep-
Sovani toku byla v siti rezerv vybrana ta cesta ze zdroje do spotiebice, které
ma minimalni délku, tedy délku rovnou L(s).

Pozorovanim vypoctu se zjisti, ze vétsinou takovych cest byva vice, nékdy
i velké mnozstvi a fadu z nich postupné vybereme pro zlepseni toku. Proto
je uzitecné okamzitou situaci prozkoumat podrobnéji a provést predbézné
apravy, diky nimz bude snazsi tyto cesty hledat. Toto predzpracovani, které
schazi v Edmonds-Karpové algoritmu, zptsobi, ze Dinitztiv algoritmus ma
lepsi asymptoticky odhad nejhorsiho mozného chovani.

Podivame-li se na graf na obrazovce, je zfejmé, Ze nasycena cesta ze zdroje
do spotfebice (tedy cesta sklddajici se z viditelnych hran) a obsahujici mini-
malni pocet hran se nemuze nikde zdrzovat a kazdou hranou musi postoupit
o jednu vrstvu doprava. Takové hrany budeme nazyvat rychlé. Hrané, ktera
ma oba konce ve stejné vrstvé a nebo dokonce vede smérem vlevo (jeji konec
je zdroji bliZe nez jeji pocatek), které budeme fikat pomald. Takovou hranou
nejkratsi nenasycena cesta prochazet nemuze.

Stejné tak nemize cesta minimalni délky prochazet vrcholy, které maji
vzdalenost od zdroje vétsi nebo rovnou vzdélenosti spotfebice od zdroje (a
jsou rizné od spottebice). Hrany vychézejici z takovych vrchola také oznac¢ime
za pomalé.

Pomalé hrany se poznaji snadno na zakladé hodnot L. Ma-li hrana pocatek
v a konec w, pak je pomald préavé kdyz L(w) < L(v) nebo L(v) > L(s), kde
s je spottebic.

Na obrazovce se v tomto kroku pomalé hrany oznaci zluté, rychlé hrany
zastavaji modré.

Zédnou pomalou hranou (nyni je Zlutd), nemtize prochézet nejkratsi ne-
nasycena cesta ze zdroje do spotfebice. Naopak to ale zjevné neplati: lecktera
modré hrana je takova, ze pres ni také takova cesta nevede. Takovych hran
se ale zbavime pozdéji.

Tento krok je natolik jednoduchy, Ze jej jiz podrobnéji rozebirat nebudu.

Zatrzeni checkboxu Skryj zluté se zluté pomalé hrany piestanou zobra-
zovat vibec. Zobrazovani vypoctu je pak nazornéjsi, ale zakryva fakt, ze v
siti maji kladnou rezervu i pomalé hrany. ¢
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Krok: Nalezeni slepijch konci

Jestlize z vrcholu vychézeji jen pomalé hrany, pak pfes néj urcité nevede
nejkratsi nenasycena cesta. Totéz plati i pokud do vrcholu vstupuji jen pomalé
hrany. Takové vrcholy nyni uréime. Tato jednoduchéd operace bude pozdéji
rozebrana podrobnéji, ale jisté by vam necinilo problém prislusny podprogram
napsat sami. ¢

Krok: Procisténi site

Jak jsme jiz vidéli v pfedchozim kroku, pfes nékteré rychlé (modré) hrany
nevede zadna nejkratsi nenasycend cesta ze zdroje do spotiebice, protoze po-
kud pres né prejdeme, dostaneme se diive ¢i pozdéji do slepé ulicky, neboli do
vrcholu (jiného nez spottebic), ze kterého zadné rychlé modré hrany nevystu-
puji.

Podobné je tomu i u hran, do kterych se ze zdroje nemuzeme dostat rych-
lymi hranami.

V tomto kroku se vsechny slepé ulicky odstrani - hrany, které jsou sice
rychlé, ale vedou do slepé ulicky nebo se do nich dostaneme jen ze slepé
ulicky a ne ze zdroje. Jak se to provede ukazeme pozdéji, v této scéné uvidime
jen vysledek a pripomeneme, Ze v nékterych pripadech muze byt slepa ulicka
dlouha a az za dlouhou dobu se ukaze, ze nikam nevede.

Podobné jako pomalé hrany se slepé rychlé hrany po provedeni kroku bud
zobrazuji jako zluté (jejich 7luta je ale tmavsi nez u pomalych hran) nebo
nezobrazuji v zavislosti na nastaveni checkboxu Skryj zluté.

Zkuste se vratit k siti pred procisténim a pak si vysledek operace znovu
prohlédnout; je zfejmé, ze po procisténi lezi kaZdd modra hrana na nékteré
nejkratsi nenasycené cesté ze zdroje do spotfebice a takovou cestu je mozno
snadno nalézt bez vraceni se a navic kaZdd cesta ze zdroje do spotrebice tvo-
fend modrymi hranami je cesta v siti rezerv obsahujici minimélni pocet hran
rovny L(s). o

Z davodt, které pozname pozdéji, je nasledujici ¢ast algoritmu v pseudo-
kédu na obrazovce souhrnné oznacena jako nalezeni nasyceného toku modrymi
hranami. Jedn4 se ale, jak uvidite pii krokovani, o cykl sestavajici z nasledu-
jicich krok:

Krok: Test ukonceni cyklu hledani nalezeni nasyceného toku modrymi hra-
nams

Béhem zlepsovani toku podél nalezenych cest a nasledného dodistovani -
viz nésledujici dva kroky - ubyva modrych hran. Jakmile po zpracovani né-
které cesty zmizi posledni modra cesta ze zdroje do spotiebice, pak se vSechny
modré hrany stanou slepymi a nésledujici doc¢isténi je vSechny vynechéa. Pak
budeme muset dalsi cestu hledat mezi hranami, které zatim byly ohodnoceny
jako pomalé. Proto se probirany cykl ukon¢i a vracime se znovu na rozdéleni
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vrcholi do vrstev, které nékteré hrany dosud oznacené jako pomalé prehod-
noti na rychlé a vypocet obecné muze pokracovat. ¢

Krok: Nalezeni a zpracovdni cesty

Hledéani nejkratsi nenasycené cesty bude probrano pozdéji, v této scéné se
cesta zobrazi okamzité.

Zptsobem, ktery zname z Ford-Fulkersonova algoritmu nyni nalezneme
minimélni rezervu na cesté a o tuto hodnotu se snizi rezervy hran na cesté
a naopak zvysi rezervy opac¢nych hran. Mnozina nenasycenych hran se tedy
zméni dvojim zptisobem

e pro alespon jednu hranu nalezené cesty se jeji rezerva snizi na nulu a
tedy tato hrana pfestane byt zobrazovana a algoritmem (alespon do-
¢asné) uvazovana; je to hrana nebo hrany s minimalni rezervou mezi
hranami cesty;

e hranam, které lezi v protisméru k hrandm cesty, rezerva vzroste; po
provedeni operace tedy tyto hrany jsou maji kladnou rezervu; nékteré z
nich ji mély kladnou jiz predtim, ale i pokud byla rezerva nulova, zpra-
covanim cesty vzrostla na kladnou hodnotu a hrana se proto objevila v
siti rezerv.

Na tplné provedeni tohoto kroku musime zmacknout knoflik Krok ¢tyfti-
krat.

Po prvnim klepnuti na knoflik se objevi zelené vyznacend cesta. Po druhém
se ur¢i a zobrazi hodnota A minimélni rezervy hran cesty. Po tfetim klepnuti
se barevné zobrazi zmény v siti rezerv:

e hrany, kterym rezerva vzrostla, jsou hrany opa¢né orientované k hranam
cesty a zobrazi se ve dvou odstinech ¢ervené; hrany, které jiz predtim
byly v siti rezerv, budou svétle ¢ervené, zatimco hrany, jejichz rezerva
vzrostla z nuly na kladné ¢islo a které tedy se do sité rezerv pravé dostaly,
budou syté cervené;

e hrany cesty, kterym rezerva poklesla, ale nikoli na nulu, takze ziistavaji
nenasycené, zustanou zelené a

e hrany cesty, kterym rezerva poklesla na nulu, takze prestanou byt ne-
nasycené, budou nyni bilé a neobtazené.

U hran budou také uvedeny zménéné rezervy.

Nakonec po ¢tvrtém klepnuti se barevné oznaceni hran vrati k obvyklému
zpusobu: hrany cesty, které prestaly byt v siti rezerv, nejsou zobrazeny, ostatni
hrany cesty jsou zobrazeny modfe.
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Opacné orientované hrany, které v minulém kroku byly ¢ervené, jsou po-
malé a proto budou zobrazeny zluté nebo neznazornény v zavislosti na nasta-
veni checkboxu Skryj zluté. Tento fakt je klicovy pro pochopeni algoritmu;
zpracovanim cesty nékteré hrany ze sité rezerv mizi, jiné se do ni dostavaji,
ale nové objevivsi se hrany jsou pomalé a proto nejsou pouzitelné pro vy-
tvoreni nejkratsi cesty ze zdroje do spotifebice v siti rezerv. Mnozina modfe
zbarvenych hran se proto zpracovanim cesty zmensi. ¢

Krok: Docistént

Po zpracovani cesty vypadla alespon jedna modfe zobrazend hrana. To
miuze vést k tomu, ze nékteré modré rychlé hrany se stanou slepymi - nevede
pres né zadna modra cesta ze zdroje do spotifebice. Takové hrany pak v tomto
kroku vynechame stejné tak, jako se to provadélo v kroku c¢isténi uvedeném
vyse. ©

Scéna: Proc kratké cesty

Projdéte si vypocet jesté jednou; krokovani je jesté hrubsi nez v predchozi
scéné, protoze u zpracovani cesty je znazornén jen vysledek po jejim ukonceni.
Vypocet si rozdélime na faze, faze jsou navzajem oddéleny skokem na naveésti
“loop” v pseudokdédu na obrazovce a prepocitani vrstev.

Po celou dobu trvani faze ma nejkratsi cesta ze zdroje do spottebice v
siti rezerv stejnou délku, danou poc¢tem vrstev, oznac¢me ji L. Jak jsme vidéli
uz v predchozi scéné, pocet cest této délky L kazdym zpracovanim klesne
alespoii o jednu (vypadne pfinejmensim zpracovavana cesta: alesponl jedna
hrana zpracovavané cesty se nasyti) a mohou sice vzniknout nové nenasycené
cesty ze zdroje do spotfebice, ale Zzddna nova modra rychld hrana nepribude
a tedy nepribude ani zddna modra cesta délky stejné mebo kratsi nez L. V
prubéhu faze se postupné vSechny puvodni cesty délky L v siti rezerv prerusi,
ale zadna nova cesta délky L nebo kratsi nevznikne, takze na zacatku nové
faze zjistime, Ze vzdalenost ze zdroje do spotiebice v siti rezerv je vétsi nez L.

Zkuste si nyni krokovat vypocet znovu a tvrzeni si ovérit. V rohu obrazovky
se zobrazuje poradové c¢islo faze a délka nejkratsi cesty.

7 uvedeného ihned plyne, Ze pocet fazi, neboli pocet opakovani vnéjsiho
cyklu algoritmu, nemtize byt vétsi nez n — 1, kde n je pocet vrchold sité.
Prosta cesta ze zdroje do spotfebice totiz nemuze mit vice nez n — 1 hran,
ale alespon jednu hranu mit musi. Nyni staci uvazit, ze délka nejkratsi cesty
ze zdroje do spotfebie muze mit jen hodnoty 1,...,n — 1, ale v kazdé fazi
alespon o 1 vétsi.

Kromé toho pti kazdém provedeni téla vnitiniho cyklu zmizi alesponi jedna
modré hrana, takze poc¢et provedeni vnitiniho cyklu v ramci jedné faze, neboli
pocet cest, které byly v ramci faze nalezeny a zpracovany, neprevysi pocet
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hran, které byly modré pii vstupu do cyklu (a tedy je nejvySe roven poctu
vSech hran sité).

Scéna: Proc¢ ne dlouh€ cesty

Tato scéna je shodna s predchozimi scénami ukazujicimi ¢innost algoritmu
s jedinou, ale podstatnou odchylkou: zptisob vybéru cesty pro zlepSeni toku
nepreferuje nejkratsi nenasycenou cestu, ale naopak cestu, ktera se snazi po-
stupovat co nejpomalejSim zpusobem. Jde vlastné o Ford-Fulkersoniuv algo-
ritmu, u kterého znazornujeme rozdéleni vrchola do vrstev.

Na cesté se nyni miuze objevit i pomalé hrana. V pripadé vychozi sité této
scény se do cesty dostane hrana vedouci o dvé vrstvy zpét ke spotiebici.

Jestlize néktera hrana h cesty vede o alespon dvé vrstvy zpét, hrana h°P
k ni opac¢né orientovana vede o alesporn dvé vrstvy dopredu smérem ke spo-
trebi¢i. Znamena to, ze hP, kterd je po zpracovani cesty urcité nenasycend a
tedy patii do sité rezerv, se stane “superrychlou” nenasycenou hrana, ktera
umozni od zdroje do spotfebice postupovat rychleji, nez tomu bylo dosud
mozné.

Pokud cesta pouziva pomalé hrany, vedouci o jednu vrstvu zpét, nevytvori
to sice kratsi nenasycenou cestu, ale muze to vést ke vzniku nové a stejné
dlouhé nenasycené cesty.

Vidime, ze vybér dlouhych zlepsujicich cest by vedl k tomu, ze zpracovani
jedné cesty délky L by mohlo vést k poruseni tvrzeni, ze nevznikaji cesty, slo-
zené z hran s kladnou rezervou, které by mély délku L nebo mensi. Pfitom na
tomto predpokladu je podstatnym zptsobem zavisly odhad poctu opakovani
cykli kédu, ktery byl uveden v minulé scéné.

Scéna: Vrstuy

Tato scéna umoznuje podrobné krokovani etapy urcovani vrstev sité rezerv.

do sitky, které bylo podrobné probrano jiz diive.

Scéna: Cisténd

Procisténi sité je sice rutinni, ale ne zcela jednoducha operace. Vyhodné
je provadeét ji jak je popsano dale a jak je mozno podrobné krokovat na ob-
razovce, zatimco ostatni ¢asti vypoctu se krokuji velice hrubé. Moznéa si po-
vsSimnete, ze ¢isténi probiha zpiusobem velmi podobnym hledani topologického
usporadani acyklického grafu v kapitole 14.

Predné si pro kazdy vrchol poznamenavame, kolik modrych rychlych hran
z ného vychazi a kolik modrych rychlych hran do ného vstupuje. Potom ve-
deme zaznam o vrcholech, ze kterych zadna modra hrana nevystupuje, ale
nékteré vstupuji a zdznam o vrcholech s opa¢nou vlastnosti (z4dnéd modra
hrana nevstupuje, nékteré vystupuji).
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Po rozdéleni vrcholti do vrstev a stanoveni rychlych modrych hran a zlu-
tych pomalych hran se tyto tdaje spocitaji ziejmym byt ponékud pomalym
zpusobem, pak se jiz jen upravuji.

Pak se po sobé zpracuji slepé ulicky typu “nic nevychazi” a typu “nic
nevstupuje”. PopiSeme zde prvni operaci, druhé je obdobna.

Do mnoziny @ vloZzime vSechny vrcholy, do kterych vstupuje alespori jedna
modré hrana, ale zddnd modré hrana z néj nevystupuje. Pak dokud je @
neprazdna, opakujeme nasledujici operaci:

z @ se vyjme libovolny vrchol v a pro v8echny hrany (u,v) vstupujici do
v se provede nasledujici:

hrana se pfebarvi z modré na zlutou, o 1 se snizi idaj o po¢tu modrych
hran vystupujicich z u a pokud toto ¢islo poklesne na 0, vrchol u se zafadi do
mnoziny Q.

Krokujte si vypocet a sledujte, jak se slepé ulicky zpracovavaji.

Bystry ¢tenar si jisté povsiml, Ze konstrukce a zpracovani fronty vrcholu do
kterych nevstupuji modré hrany je zbytecné: slepé ulicky je nutno odstranit,
abychom se do nich nedostali pfi hledani cesty do spotfebice v Cisté siti,
vychézejice pritom ze zdroje, protoze jinak by bylo nutno couvat a vypocet
by se zpomalil. Vrcholy, do kterych nevstupuji modré hrany, jsou ale vrcholy,
do nichz se pti takovém hledani nedostaneme; proto pri hledani cesty nemohou
pusobit komplikace a neni tudiz potieba ztracet ¢as jejich odstranovanim.

V appletu je odstranovani slepych ulicek typu “nic nevstupuje” zarfazeno
proto, aby nakres sité modrych hran byl prehlednéjsi a “cistsi”. Jelikoz zpra-
covani obou front je analogické, nepredstavuje jisté pro ¢tenare zadnou zatéz
pfi ¢teni knihy.

Scéna: Zpracovdni cesty

Tato scéna jen opakuje obdobnou scénu z Ford-Fulkersonova algoritmu.
Zatadili jsme ji jen proto, abyste si dobfe povsimli, Ze pfi hledani cesty v Cisté
siti se nemuze stat, ze bychom zabloudili do slepé ulicky, museli se vracet a
tim by se hledani prodlouzilo. V ¢isté siti s kazdym krokem posuneme o jednu
vrstvu blize ke spotfebici a modré hrany nas do spotiebice vzdy dovedou a
proto (na rozdil od Ford-Fulkersonova algoritmu, ale i od algoritmu Edmondse
a Karpa) doba potfebna k nalezeni cesty je timérna jeji délce.

16.4 Goldbergiv algoritmus

Ford-Fulkersontuv algoritmus a fada dalSich algoritmi, které z ného byly od-
vozeny, jako je Dinitztv algoritmus, jsou predstavitelé jednoho typu algoritmii
pro toky v sitich, které vyuzivaji zlepsujici cesty. V této ¢asti popiSeme jiny
algoritmus, ktery je zdkladnim predstavitelem algoritmu pracujicich s vlnou.
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Zatimco metoda zlepsSujici cesty by se dala snadno vysvétlit bez pouziti
pojmu prebytku toku ve vrcholu a ve Ford-Fulkersonové algoritmu i jeho im-
plementacich, jako je Dinitztiv algoritmus, se prebytky objevi jen na velmi
kratkou dobu a vzdy jen v jediném vrcholu, Goldbergova metoda vlny pred-
poklada, ze po celou dobu vypoctu je v alespon jednom a vétSinou v mnoha
vnitfnich vrcholech kladny prebytek. Budeme ale vyzadovat, aby zadny vrchol
(s vyjimkou zdroje) nemél nikdy zaporny prebytek neboli deficit.

V Goldbergové algoritmu mé kazdy vrchol vysku, coz je celé nezdporné
¢islo. Vysku vrcholu v budeme oznacovat H(v).

Inicializace algoritmu nastavi vysku zdroje na hodnotu rovnou poctu vr-
cholu sité, vysky ostatnich vrcholi na 0; prebytky vsech vrcholu jsou rovny
nule, toky hranami jsou nulové a rezervy vsech hran jsou rovny jejich kapaci-
tam.

Vytvoreni pocatecni viny prevede kazdou hranou vychazejici ze zdroje
prebytek rovny kapacité této hrany. Rezervy téchto hran tim poklesnou na
nulu.

Algoritmus potom probira vnitini vrcholy sité, které maji kladny preby-
tek; jestlize se pro takovy vrchol v najde z ného vychazejici hrana, ktera ma
kladnou rezervu a sméruje dold (t.j. jeji konec ma mensi vysku nez jeji poc¢atek
v), pak hranou prevedeme tolik pfebytku, kolik je minimum pfebytku vrcholu
v a rezervy hrany. Nemiizeme totiz prevadét vice pfebytku nez ve vrcholu je,
protoze chceme aby piebytky byly nezaporné, a z kapacitnich dtivod nelze
prevadét vice prebytku nez je rezerva hrany. Minimum piebytku vrcholu a
rezervy hrany je tedy nejvétsi mnozstvi prebytku, které lze pievést.

V okamziku, kdy jiz v grafu neni zadny vnitini vrchol s nenulovym pie-
bytkem, vypocet konci.

Algoritmus je mimotfadné jednoduchy a zdé se byt i pfirozeny v tom, ze
prebytek odtéka “z kopce” a jelikoz zdroj je vyse nez spotiebic, tak tok bude
téci v pozadovaném sméru. Bystry ¢tendf mozna prijde i na to, ze pokud
se celou pocatecni vinu nepodari protlacit do spotiebice, vrcholy ve kterych
se zadrhne nakonec vystoupaji tak vysoko, ze z nich prebytky odtecou zpét
do zdroje a v zaddném vrcholu nezbude kladny pirebytek. Nakonec je jasné,
ze pokud vypocet skonéi, v zddném vnitfnim vrcholu sité nebude nenulovy
prebytek, takze na konci vypoctu algoritmus vytvori tok.

Neni ovSem patrno, pro¢ by vysledny tok mél mit nejvétsi moznou veli-
kost. Jak uvidime, kdyby zdroj na zacatku byl sice vyzvednut, ale do vysky
mensi nez je pocet vrchol, mohlo by se stat, ze by vysledny tok skutecné
nebyl optimalni, coz svéd¢i o tom, ze divody, pro¢ algoritmus da pozadovany
vysledek, nejsou zcela trividlni. Neni také na prvni pohled patrno, Ze by se
algoritmus musel vzdy zastavit.

Dtikaz toho, ze algoritmus se vzdy zastavi po pomérné malém poctu kroku
a ze vzdy nalezne nejvétsi tok v siti, zde neuvadim a ¢tenate odkazuji na stan-
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dardni ucebnici toki v sitich. Mym cilem je pouze ukazat zakladni myslenku
a mechanismus na zakladé kterého algoritmus pracuje.

Scéna: Jednoduchd cesta

Pro pochopeni ¢innosti Goldbergova algoritmu je velmi uziteéné ukazat si
jeho vypocet na nékolika jednoduchych pripadech. Podobné jako dfive bude
prebytek ve vrcholu znazornovan sloupeckem odpovidajici vysky.

Prvni piipad je sit pfedstavovand prostou orientovanou cestou, jejiz vsech-
ny hrany maji stejné kapacity, v tomto pfipadé rovné 1. Vzhledem k linearité
sité je snadné obrazek nakreslit v 2D i s vystizenim vysek vrcholl, které
odpovidaji vysSce na obrazovce.

Prochézejte si vypoctem krok za krokem pomoci knofliku Krok a sledujte
prubéh vypoctu.

V kroku vytvofeni poc¢dtecni viny se (jedinou) hranou vychazejici ze zdroje
prenese do prvniho vnitiniho vrcholu sité prebytek rovny kapacité hrany, v
nasem pripadé velikosti 1, zdroj mé deficit 1. Hrana se tim nasyti (t.j. jeji
rezerva klesne na 0), opa¢nd hrana ziska rezervu 1.

V nésledujicim kroku mé kladny pfebytek pouze prvni vnitini vrchol, ale
hrana z néj jdouci vlevo strmé stoupa vzhuru a hrana vpravo je vodorovna,
proto prebytek nelze prevést. Podle algoritmu je tedy vrchol zvednut.

Po zvednuti hrana vedouci z vrcholu doprava klesd a ma dostatecnou re-
zervu a proto se ji prevede prebytek o jeden vrchol doprava. Druhy vrchol
musi byt nejprve zvednut, pak postoupi prebytek dale doprava a timto zptiso-
bem postupuje, dokud nedotece do spotiebice. Vzhledem ke kapacitam hran
se pokazdé podari prevést prebytek cely a proto ma vysledny tok velikost
rovnou 1.

Scéna: Cesta s prekdzkou

Tato sif zjevné pripousti pouze tok velikosti 1, protoze pravou hranou vice
toku neprejde, ale na pocatku ze zdroje vytéka levou hranou tok velikosti 2,
ktery vytvori prebytek velikosti 2 v prostfednim vrcholu. Stfedni vrchol musi
byt nejprve zvednut, pak z néj muze odtéci ¢ast prebytku do spotiebice.

Pravou hranou ale odtece jen polovina prebytku, druhé ve vrcholu ztistane
a nemuze odtéci ani vpravo, kde je hrana jiz natrvalo nasycena, ani vlevo, kde
hrana jde prudce do kopce.

Stredni vrchol proto stoupa vzhiru. V okamziku, kdy se dostane o jednu
hladinu nad zdroj, pak vSechen prebytek odtece vlevo zpét do zdroje, protoze
hrana sméfujici vlevo doli ma patticnou kapacitu.

Tato scéna ukazuje zakladni mechanismus, jak odstranit tu ¢ast pocatec-
niho vlny, kterou se nepodaii dopravit do spotfebice.

Scéna: Dlouhd cesta s prekdzkou
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Tato scéna je podobnd predchozi, ale sit je tvofena dlouhou cestou, ve
které kapacita posledni hrany je mensi nez jsou kapacity hran predchozich.

Vypocet probihd podobné; pocatecni vlna postupné dorazi az tésné pred
spotiebi¢, kde jeji ¢ast projde do cile, ale dalsi ¢ast se odrazi zpét. Zpusob
jak stoupaji vzhiru vrcholy oblasti, ve které se zbytkovy tok preléva z jedné
scéné, ale zasadni odlisnost zde nevznika.

Zpusob zvedani oblasti bez do¢asného odtoku by si zaslouzil zlepSeni, ale
pri analyze algoritmu se ukaze, Ze obecné vypocetnimu ¢asu dominuje doba
vénovana nenasycenym prevodim prebytku, takze tpravy zptisobu zvedani
vrcholt, které by mohly algoritmus zna¢né zkomplikovat s neptilis jistym efek-
tem na celkovou vypocetni dobu, se obvykle neprovadéji.

Scéna: Cesta s prekdzkami

Scéna se podobéa predchozi, ale mist zizZeni cesty je vice a nesousedi primo
se spotfebicem. V tomto pfipadé vznikne vice vrcholt s kladnym prebytkem a
proto applet implementuje nékolik riznych strategii, jak vybrat jeden z nich,
protoze vySe uvedené schéma vybér nespecifikuje.

V zavislosti na ovladac¢i bude z vnitfnich vrchold s kladnym pfebytkem
vybran nejstarsi, nejmladsi, nejvyssi, nejnizsi nebo ndhodné zvoleny (a v pfi-
padé vybéru nejvyssiho a nejnizsiho se v pripadé neurcitosti vybere libovolny
z kandidati s extrémni vyskou).

Je vidét, ze i kdyz vypocet obecné pro jednotlivé volby probiha dosti od-
lisng, za4dnéd z moznosti nepfindsi rozhodujici vyhody (pfinejmensim v tomto

prikladg).

Scéna: Sit s propustnymi vétvems

V této scéné sit neni prosté cesta, ale ve vrcholu uprostied se rozdéli do
dvou vétvi. Je pouzito 3D zobrazeni. Pomoci mySi je mozno sit natécdet a
naklapét (stisknéte knoflik mysi a tdhnéte ji vodorovné nebo svisle).

Tok vypustény ze zdroje napred vstoupi do jedné vétve, pak se jeho cast
odrazi zpét, v rozvétveni vraceny podil toku vstoupi do druhé vétve a je
taspésné dopraven do spottebice. Jelikoz vrchol rozvétveni byl dosti nizko
vzhledem ke zdroji, nemohlo dojit k navraceni toku, ktery neprosel prvni
vétvi, zpét do zdroje, ale vSe vstoupilo do druhé vétve.

V této scéné byl vzdy jediny vnitini vrchol s nenulovym prebytkem a proto
neni rozdil mezi variantami vybéru vrcholu s nenulovym prebytkem.

Scéna: Sit s polopropustnymi vétvemi

Scéna se podobé predchozi, ale vétve nemaji ani dohromady dostatek ka-
pacity pro prevedeni pocatecniho toku do spotiebice. Tok, ktery se nepodarilo
odvést do spotiebice je proto nakonec vracen do zdroje.
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Scéna: Sit se slabymi vétvems

Scéna se zase podoba predchozi, ale kapacity hran smérem ke spotiebici
klesaji, proto se do vrcholi dostava vice vilny, nez je mozno odvést. Celkovy
prubéh vypoctu je v zasadé podobny predchozi scéné, ale postupné obecné
vznikd velké mnozstvi vrchold s prebytkem. Riizné varianty volby vrcholu s
prebytkem proto jsou dosti odlisné. Zkuste si vypocet pro vSechny varianty
(volba na ovladaci) a sledujte rozdily mezi variantami.

Scéna: Vyska zdroje

V této scéné si ukdzeme, ze pokud by zdroj byl umistén do vysky jen o
malo mensi nez je pocet vrcholi, nemusel by Goldberguv algoritmus nalézt
optimélni feSeni (neboli nejvétsi tok). Pokud bychom neuvazovali zdroj, je
graf predstavovan cestou a po pocateénim prevodu prebytku vSemi hranami
vychéazejicimi ze zdroje bude ve vSech vrcholech této cesty kladny prebytek.
Zdroje je ale o tii hladiny nize nez je pocet vrcholt.

Uvidite, ze kdyz prebytky budeme prevadét do spotfebice pocinaje “od
konce” (coz je v souladu s algoritmem), pak kdyz se ke konci vypoétu chceme
zbavit prebytku z prvniho vrcholu cesty, toho, ktery je nejdéale od spotiebice,
musime jej zvednout nad nasledujici vrchol, abychom ptebytek mohli poslat
dal. Tim se ale vrchol dostane se také nad prilis nizko posazeny zdroj a pie-
bytek muze odtéct zpatky do zdroje a algoritmus se zastavi.

Pritom ale pro prebytek, ktery jsme zbytecné vratili do zdroje, stale byla k
dispozici volna cesta do spotfebice, takze algoritmus nenajde nejvétsi mozny
tok.

Povsimnéte si, ze pokud by zdroj byl jen o dvé hladiny vyse, k nezadoucimu
predcasnému ukonceni vypoctu by nedoslo a vypocet by zdarné nalezl nejvétsi
tok. Lze dokazat, ze pokud je zdroj ve vysce rovné poc¢tu vrchol, je dostatecné
vysoko k tomu, aby algoritmus vzdy ur¢il nejvétsi tok. Dikaz ale v této knize
neuvadim, ¢tenare odkazuji na standardni uc¢ebnici tokt v sitich.

Scéna: Vybér dolniho vrcholu

Jak bylo feceno, Goldberguv algoritmus nepredepisuje, ktery vrchol s pre-
bytkem se vybira. Nejlepsi znamy odhad ¢asové slozitosti v nejhorsim pripadé
ma varianta, kterd vzdy vybird nejvyssi vrchol (nebo libovolny z nejvyssich).
V této a nasledujici scéné ukazeme, jakou vyhodu ma volba nejvyssiho vrcholu
pred volbou nejnizsiho vrcholu a dalsimi variantami algoritmu.

Aby bylo mozné ukézat rozdily variant na co nejjednodussi siti, zvolime
ponékud nésilny postup. Ze zacatku se vrcholy s prebytkem voli nikoli jako
nejvyssi nebo nejnizsi, ale tak, aby se vytvorila konfigurace, na které bude
rozdil mezi variantami velmi vyrazny. Od okamziku vytvoreni konfigurace se
jiz bude volit bud vzdy nejnizsi vrchol (v této scéné) nebo vzdy nejvyssi vrchol
(v nésledujici scéné).
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Prvnim klepnutim na knoflik Krok se neprovede jediny krok, ale série
krokt, kterda vytvori vyse zminénou konfiguraci. Pokud se ale na ovladaci
zvoli Kratky krok nebo Stfedni krok namisto Dlouhy krok, pak je mozno
sledovat, jak se do konfigurace dostaneme (v pfipadé kratkého kroku to bude
trvat dosti dlouho). Od okamziku vytvoreni konfigurace pak stisknuti knofliku
Krok provede jediny prenos pirebytku nebo zvednuti vrcholu, bez ohledu na
nastaveni délky kroku.

Stisknéte tedy knoflik Krok a tim vytvofite vyse zminénou konfiguraci,
kde kazdy vnitini vrchol ma kladny prebytek velikosti 1 a tyto vrcholy vy-
tvareji cestu koncici ve spotfebici s klesajici vyskou vrchold. Varianta volici
nejnizsi vrchol prevadi prebytek kazdého vrcholu do spotiebice zvldst cestou,
ktera muze byt i velmi dlouhd. Myslim, ze cely vypocet nedokoncite, protoze
trva hodné dlouho, ale jisté pochopite pro¢ je tak pomaly podstatné diive,
nez bude ukoncen.

Scéna: Vybér horniho vrcholu

Zde opakujeme vypocet predchozi scény s tim, ze z uvedené predélové
konfigurace postupujeme tak, ze vybirdme vzdy nejvyssi vrchol s prebytkem.

Prvni krok po dosazeni konfigurace prenese prebytek nejvyssiho vnitiniho
vrcholu do vrcholu za nim nasledujiciho. Prevedeny prebytek se pri¢tenim
slouc¢i s prebytkem vrcholu, do kterého se dostal a v nasledujicim kroku se
sloucené prebytky prevadi dale spolecné. Totéz se stane i v dalSich vrcho-
lech. Vidite, ze tato varianta prebytky nezpracovava oddélené, ale sléva je
dohromady a pfenasi aglomerovany prebytek v jedné operaci prenosu, ¢imz
se dosahne vyrazné tspory vypocetniho casu.

Scéna: Goldberguv algoritmus

Zavérena scéna umozni rekapitulaci vseho, co bylo vylozeno. Je mozné
volit riizné priklady nebo si vytvorit svoji sif, vybrat si variantu algoritmu i
délku kroku a sledovat vypocet. Pohyby mysi také umoziuji sit naklapét a
rotovat. V této knize neprovadime podrobnou analyzu spravnosti nebo casové
slozitosti algoritmu a ¢tenar je odkazovan na standardni uc¢ebnice grafovych
algoritmi.



Kapitola 17

Minimalni rez a vlastni
vektory

Tento applet je hodné odlisny od vSech ostatnich applet v knize. Pfedné
algoritmus, ktery zde uvedu, nezarucuje nalezeni optimalniho feSeni problému.
V této knize nerozebiram podrobnéji teorii vypocetni slozitosti, ale pokud o ni
néco znate, jisté vite, ze loha nalezeni minimalniho fezu v grafu je NP-tuplna,
coz zhruba znamend, ze neni zndm zadny dostatecné rychly algoritmus pro
hledani optiméalniho fezu v grafu a méa se za to, Ze ani neexistuje.

Kromé toho v pripadé tohoto algoritmu nebudeme podrobné rozebirat te-
orii, na které je zalozen. Jednd se o spektralni teorii grafii a napiiklad dikaz
vét o vztahu hodnoty rozdilu prvniho a druhého vlastniho ¢isla matice soused-
nosti grafu se stupném souvislosti grafu zdaleka presahuje ambice a moznosti
této knihy.

Nakonec prochazka timto appletem ma jedinou scénu a spoc¢iva v pouhém
prohlizeni ruznych vyvojovych stadii grafu lisicich se velikosti miniméalniho
fezu a sledovani odpovidajiciho vlastniho vektoru odpovidajiciho druhému
vlastnimu ¢islu.

Applet byl presto zafazen do knihy nejen proto, Ze hledani minimalniho
spektralni heuristiky jsou povazovany za nejlepsi znamé zpusoby jak hledani
provadét, ale predevsim proto, ze vlastnosti vlastnich ¢isel a vektorid matic
obecné a matic sousednosti grafu specialné jsou povazovany za teorii, ktera
je sice matematicky obtizna a pritom elegantni, ba dokonce krasna, ale pro
praxi zcela nepotiebna. Zatimco vyrok o eleganci a krase je naprosto vystizny,
predsudek o neprakti¢nosti a neuzitecnosti spektralnich teorii je zptisoben pie-
devsim neznalosti a hlavnim cilem této kapitoly je tuto neznalost alespon cas-
tecneé rozptylit. Doufam také, ze uvidite, ze myslenky, na kterych je spektralni
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teorie zalozena jsou prekvapivé jednoduché a snadno pochopitelné.

Z duvodu pristupnosti vykladu se omezim na regularni neorientované gra-
fy, ale vétsina vysledkl se d4 zobecnit i na obecnéjsi t¥idy grafti (ale za cenu
podstatné vétsi slozitosti teorie). Graf je reguldrni, pokud kazdy vrchol mé
stejny stupen, tedy je spojen se stejnym poctem jinych vrchola grafu. V této
kapitole budeme stupen grafu oznacovat symbolem D.

Béhem prochazky appletem budeme pouze sledovat néktera fakta a vlast-
nosti grafu, aniz bych predkladal jejich vysvétleni. Nebudu ani ukazovat, jak
se vlastni ¢isla a vlastni vektory spocitaji, takze ¢tenar, ktery zpusoby je-
jich vypoctu neznd, at si prosté predstavuje, Ze si je muze snadno spocitat v
libovolném standardnim matematickém systému jako je (abecedné) Mapple,
Mathematica nebo Matlab a nebo urcit nékterym z jednoduchych ¢i slozitéj-
Sich programi, které najde v literatufe nebo na Internetu. Doufam ale, ze
shledate vztah vlastnosti grafu a jeho spektra natolik zajimavy a uzitecny, ze
vas podniti k podrobnéjsimu studiu této pozoruhodné teorie.

Scéna: Minimalni fez requldrniho grafu

Uloha, ktera mé byt fesena, je jednoducha: je dan neorientovany a v nasem
piipadé regularni graf G se sudym poc¢tem vrcholti. Rez grafu pro nas bude
rozdéleni mnoziny vrcholid grafu na dvé stejné velké casti. Velikost rezu je
pocet hran, které maji své konce v opacnych castech rozdéleni, tedy které
byly fezem “preseknuty”. Je tfeba nalézt fez grafu, ktery ma nejmensi moznou
velikost. Jak bylo Feceno vyse, jedna se o obtiznou tlohu, kterou pro vétsi grafy
umime fesit jen ptiblizné.

Na obrazovce je nakreslen graf stupné 4 se 64 vrcholy. Je mozno vygenero-
vat novy graf s pripadné zménénymi parametry, které se zadavaji na ovladaci.
Graf je nakreslen ndhodné, ale tak, aby mél fez absolutné nejmensi moznou
velikost - nulovou: je jasné vidét, ze mezi levou a pravou polovinou vrcholi
nevede zadné hrana.

U pravého okraje okna jsou uvedena prvni dvé vlastni ¢isla matice sou-
sednosti grafu: nejvétsi vlastni ¢islo A\; nahofe a druhé nejvétsi vlastni ¢islo
A2 pod nim. Pozdéji si ukazeme, ze nejvétsi vlastni ¢islo \; neorientovaného
regularniho grafu stupné D je rovno D a ze u absolutné separovaného grafu,
jaky je nakreslen na obrazku, je toto vlastni ¢islo (alespoil) dvojnasobné, takze
za druhé vlastni ¢islo Ay je povazovano také D, v tomto pripadé 4.

Pod grafem je graficky znazornén vlastni vektor odpovidajici druhému
vlastnimu ¢islu. Pokud jsou prvni a druhé vlastni ¢islo stejné, byva za druhy
vlastni vektor povazovan ten z vlastnich vektora odpovidajicich D, pro ktery
je soucet slozek roven 0 (vice pozdéji). Kladné slozky jsou kresleny zelené,
zaporné slozky cerné.

Teoreticky by se mohlo stat, ze vlastni ¢islo D by mélo vétsi ndsobnost
nez 2 a vlastnich vektort se souctem slozek 0 by mohlo byt vice. Pfi nasem
zpusobu generovani grafu je to ale mimoradné nepravdépodobné.
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Slozky vektoru jsou pfirozenym zptisobem asociovany s vrcholy grafu. To je
v nasem pripadé vystizeno tim, ze slozka odpovidajici vrcholu je nakreslena
pfimo pod nim. (Vrcholy jsou posunuty do takovych poloh, aby se slozky
nepfekryvaly a aby jejich rozestupy byly konstantni).

Je okamzité vidét, ze nalezeni minimalniho (nulového) Fezu lze provést
tak, Ze se urci druhy vlastni vektor matice grafu a slozky se rozdéli podle zna-
ménka odpovidajici slozky vlastniho vektoru. Pro nesouvisly graf se dvéma
stejné velkymi komponentami by urcovani komponent pomoci druhého vlast-
niho vektoru bylo smésné, protoze stejny vysledek se da urc¢it daleko jednodus-
$imi metodami (napiiklad prohleddvénim). V dalsich krocich se ale spektralni
metoda brzo stane zcela primérend slozitosti problému.

Klepnéte nyni na knoflik Krok. Graf se zméni nasledujicim zpiusobem:
nahodné se vybere hrana v — v v levé poloviné a hrana w — z v pravé poloviné
vrchold, tyto hrany se odeberou a pridaji se hrany v — w a v — z. Touto
pfesmyckou vznikne graf, ktery je jiz souvisly, tedy v ném neni fez velikosti
0, ale na obrazovce dané rozdéleni na levou a pravou polovinu vrcholt dava
fez velikosti 2, tedy pfes hranici fezu prechdzeji dvé hrany. (Regularni graf
sudého stupné nemize mit fez liché velikosti, naptiklad 1).

Konstrukce grafu i pfesmycky hran jsou provadény nahodné. Proto ne-
mohu nékteré jevy predpovédét se stoprocentni jistotou. Pravdépodobnost,
ze ale bude vse probihat tak, jak zde pfedpovim, je tak blizkd 1, ze pred-
povédi klidné podavan a jsem si zcela jist, ze se ukazi jako pravdivé. Tuto
lekci prednasim radu let, nikdy se nestalo, ze by néco z toho, co zde tvrdim,
nebyla pro znidzornény graf pravda (a dé se dokézat, Ze bych tak mohl ve vét-
§iné pripadu Cinit jesté nékolik stoleti a presto opravnéné doufat, ze se nikdy
nespletu).

Podivejme se nyni, jak se pfesmycka projevi na vlastnich ¢islech a vekto-
rech. Nejvétsi vlastni ¢islo bude po celou dobu rovno stupni vrcholt. Druhé
nejvétsi vlastni ¢islo se ale zménilo a uz je o néco mensi nez nejvétsi vliastni
cislo.

Slozky vlastniho vektoru odpovidajiciho druhému vlastnimu ¢islu nadale
maji stejné znaménko na levé poloviné vrcholti a opacné znaménko na pravé
poloviné vrcholt. Optimalni FeSeni lze tedy i nyni nalézt tak, Ze se vrcholy
rozdéli podle znaménka odpovidajici slozky druhého vlastniho vektoru.

I u vlastniho vektoru ale nastala jista zména. Zcela urcité naleznete Ctyfi
slozky vlastniho vektoru, které jsou v absolutni hodnoté zietelné mensi nez
ostatni slozky. Dvé by mély byt v levé poloviné vektoru, dalsi dvé v pravé
poloviné. Klepnéte na nékterou ze slozek. Zvyrazni se (zbarvi do ¢ervena)
nejen slozka, ale i odpovidajici vrchol a hrany z néj vychazejici.

Nyni urcité zjistite, ze vrcholy odpovidajici slozkdm druhého vlastniho
vektoru, které maji ndpadné malou absolutni hodnotu (dvé zelené kladné a
dvé ¢erné zaporné) jsou presné ty ¢tyfi vrcholy, které maji souseda v druhé
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poloviné grafu.

Vlastni vektor miva i dalsi slozky, které jsou v absolutni velikosti mensi
ve srovnani s vétsinou slozek. Klepnutim na takovou slozku urcité zjistite, ze
odpovidajici vektor sice méa vSechny své sousedy ve své poloviné, ale alespon
z jednoho z jeho sousedii vede hrana do druhé ¢asti, je to tedy jeden ze ¢ctyt
“defektnich” vrcholi. Pokud by takovy vrchol mél dva “defektni” sousedy,
bude snizeni v jeho slozce ve vlastnim vektoru vyraznéjsi, ale zase mensi nez
u defektni ¢tverice. Dalsi jemnéjsi rozdily velikosti slozek jednotlivych vrcholi
budou komplexnim a tézko rozpoznatelnym zpusobem vystihovat méné vy-
znamné zavislosti, jako je vzdalenost od defektnich vrcholi a podobné.

Knoflikem Krok pokracujte dale. Opakované se provadi vySe popsana
presmycka hran, kterd zvysuje pocet hran, které jsou mezi levou a pravou
polovinou. Soucasné s tim se zvétsuje rozdil mezi stdle stejnym nejvétsim
vlastnim ¢islem a klesajicim druhym vlastnim ¢islem.

Meéni se i vzhled vlastniho vektoru; rozdéleni na kladné a zaporné slozky
indukuje jesté po dosti dlouhou dobu nase pravo-levé déleni, ale hodnoty slo-
zek zacinaji byt rozriznéné. Obecnou tendenci je, Ze vrchol s malou absolutni
hodnotou slozky mivé vice sousedil na druhé strané grafu, ale hodnotu slozky
také citelné ovliviiuje “kvalita” téchto sousedu.

Po jisté dobé se objevi vrchol, jehoz slozka mé opacné znaménko, nez by
odpovidalo jeho prislusnosti nalevo ¢i napravo. Napravo se mezi zapornymi
hodnotami mtze objevit slozka, ktera je malé kladné ¢islo a nebo se nalevo
mezi kladnymi slozkami objevi jedna, kterd je zapornd, byt méa asi malou
absolutni hodnotu. Studenti mne obvykle upozornuji na chybu. Nejcastéji
ale jde o vrchol, ktery ma dva (nebo obecnéji D/2) sousedl ve své poloviné
a stejné sousedu v druhé. U néj pak je zcela lhostejné, zda je vlevo nebo
vpravo, velikosti fezu prispiva stejné. Pokud je podobny vrchol i na druhé
strané, jejich zaménou by se velikost Ffezu nezménila. Pak ale znaménko slozky
takového vrcholu vlastné muze byt jakékoli, takze neni chybou, jestlize vyjde
opacné nez by zdanlivé mélo byt.

I u takto malého grafu je obtizné nalézt optimalni fez a je proto tézké
porovnavat jak kvalitni je pravolevé déleni a jaké je hodnota fezu ziskaného
rozdélenim vrcholt podle slozek druhého vlastniho vektoru - bud podle zna-
mének nebo pozdéji radéji obecnéji na horni polovinu a dolni polovinu. Mnohé
indicie ale napovidaji, ze kdyz je spektralni feseni odlisné od pravo-levého, je
to nejspise tim, ze nakreslené rozdéleni na levou a pravou polovinu jiz neni
optiméalni fez a Teseni podané na zakladé vlastniho vektoru vétSinou byva
lepsi.

Praveé popsany spektralni algoritmus se zda byt jako magie; aniz bychom
graf podrobnéji zkoumali, vloZime jeho matici sousednosti do Matlabu a vza-
péti dostaneme mimotradné kvalitni feseni. Zda se, ze je tieba vysokého ma-
tematického vzdélani, aby bylo mozno pochopit pri¢iny. Zakladni myslenka je
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pritom ale takika trivialni.

Predstavme si, ze kazdému vrcholu v pfifadime redlné ¢islo 6(v) v rozmezi
[—1,1], které budeme nazjvat skore vrcholu a kterd vyjadiuje, jak moc by
vrchol mél byt nalevo ¢i napravo. Hodnota +1 znamend urcité nalevo, -1
znamena urcité napravo, hodnota kolem nuly znamena, Ze je skoro jedno, kde
lezi. Aby bylo co nejméné hran, kiizujicich ez, je vhodné dat vrcholu vysoké
kladné skére, pokud skére jeho sousedii jsou také hodné kladné, podobné pro
zaporné hodnoty. Jinymi slovy, pokud sousedi vrcholu lezi vétsinou nalevo
(nebo napravo), méli bychom dat vrchol také nalevo (nebo napravo). Tézko
si predstavit néco lepsiho, nez chtit, aby skére 6(v) vrcholu v bylo souc¢tem
skore jeho sousedil, popripadé vynasobenym jistym konstantnim normovacim
koeficientem stejnym pro vSechny vrcholy, tedy

O(v) = % > 0(w)

kde soucet je pres vSechny sousedy w vrcholu v. Jedind potiz je, ze nezndmou
hodnotu # pro vrchol v se snazime urcit na zakladé nezndmych hodnot 6 pro
jeho sousedy. Dostévame tedy soustavu rovnic (pro vSechny vrcholy), a jak jiz
mozna vidite a nebo se dozvite za chvili, neni to nic jiného, nez zapis fikajici,
ze 0 je vlastni vektor matice sousednosti grafu G' odpovidajici vlastnimu ¢islu
M. Formulace problému jako urcéovani vlastnich cisel je tedy zcela primocara
a prirozend a jediné, co neni jednoduché, je tuto rovnici vyresit.

Zbyva jen odpovédét, pro¢ nas zajimé druhy vlastni vektor a nikoliv prvni.
Vyse popsany problém ma totiz jedno trivialni feseni. VSechny vrcholy dame
do jedné skupiny, napiiklad levé a to s naprostou jistotou, tedy kazdému vr-
cholu dame skére +1. Pak je skore pro kazdy vrchol aritmetickym primeérem
skére jeho sousedti (protoze zde cokoliv je aritmetickym primeérem ¢ehokoliv).
To ale je presné feseni odpovidajici (nejvétsimu) vlastnimu ¢éislu D se souvi-
sejicim vlastnim vektorem rovnym (1,1,...,1), takze nejvyssi vlastni ¢islo a
jeho vlastni vektor popisuji trivialni feSeni, které nas nezajima. Druhy vlastni
vektor je kolmy na prvni, coz znamena, ze soucet “pravosti” a “levosti” pres
vSechny vrcholy je nulovy, coz je blizké tomu, ze vrcholy budou podle zna-
ménka rozdéleny do dvou zhruba stejné velkych ¢asti.

Jedna poznamka nakonec: neni-li graf regularni, tedy razné vrcholy maji
ruzné pocty sousedi, pak vlastni vektor, odpovidajici nejvétsimu vlastnimu
¢islu, neni konstantni, ale slozka vlastniho vektoru odrazi jak pocet sousedu
odpovidajiciho vrcholu, tak i jejich dilezitost (danou zase poétem a dilezitosti
jejich sousedit). Vrchol je tedy dilezity, kdyZ mé hodné sousedi a ti jsou také
dileziti. Na tomto principu je zalozen PageRank v Google, ktery byl zdkladem
jeho obrovského tspéchu. Je to ale vétev spektralni teorie grafl, kterou v této
knize z dtvodu jejiho rozsahu nechci rozebirat.

Nyni jesté dokazeme néktera tvrzeni, kterd byla bez dikazu uvedena vyse.



194 KAPITOLA 17. MINIMALNI REZ A VLASTNI VEKTORY

Zavér

Necht G je graf s vrcholy oznacenymi jako w1, ..., u,. Matice A = (A;;) se
nazyva matice sousednosti grafu G, jestlize to je ¢tvercova matice radu n x n,
kde n je pocet vrcholi grafu, takové ze A;; = 1 pokud u; a u; jsou spojeny
hranou, jinak je A;; = 0. Pokud je graf neorientovany, je matice symetricka,
tedy A;; = Aj; pro kazdé i a j.

V této kapitole jsme se omezili na regularni grafy stupné D; u nich v
kazdém tadku i kazdém sloupci jeho matice sousednosti se nachazi presné D
jednotek a ostatni prvky jsou rovny nule.

Jestlize A = (a;;) je matice fadu n x n s obecné komplexnimi koeficienty
(napriklad matice sousednosti grafu o n vrcholech) a pro nenulovy vektor v =
(v1,...,vn), ktery je prvek vektorového prostoru dimenze n nad komplexnimi
Cisly a pro komplexni ¢islo A plati rovnice

Av = v,

neboli

n
ZAUU]- =\v; prokazdéi=1,...,n,
j=1
pak fekneme, ze A je vlastni ¢islo matice A a v je vlastni vektor matice A
prislusny vlastnimu ¢islu A.

Snadno si ovérite, Ze libovolny nenulovy nasobek vlastniho vektoru pii-
slusného k A je také vlastnim vektorem prisluénym k A. Jednoduché je také
zjistit, ze D je vlastni ¢islo ke kterému piislusi vlastni vektor (1,1,...,1).

Dtkaz toho, ze D je nejvétsi vlastni ¢islo, je sice jednoduchy, ale jde jiz
mimo ramec knihy a neuvadim ho.

Predpokladejme nyni, ze mnozina V' vrcholt neorientovaného regularniho
grafu stupné D ma fez velikosti 0 (tedy nejmensi mozna hodnota). To zna-
mena, ze V se da rozdélit na dvé stejné velké disjunktni mnoziny V; a V5 ta-
kové, Ze neexistuje zadnd hrana, ktera by méla jeden konec ve V7 a druhy ve V5.
V takovém pripadé je n sudé a tedy n = 2m pro néjaké prirozené ¢islo m. Vr-
choly mnoZiny V muZeme uspotadat jako us, ..., u, tak, ze Vi = {u1, ..., um}
a Vo = {wmt1,...,un}. V takovém piipadé ukazeme, Ze D je alespoii dvoj-
nasobné vlastni ¢islo a dalsi vlastni vektor, ktery k nému pfislusi a je kolmy
na vektor (1,...,1), je vektor (1,...,1,—1,...,—1), ktery je tvofen nejprve
m jednotkami a pak m ¢isly -1. Matici sousednosti ma v tomto pripadé totiz

tvar
Ay 0
0 A,

kde symbol 0 oznacuje matice fd4du m X m s nulovymi koeficienty, nebot
pokud ¢ < m < j nebo i > m > j, pak A;; = 0. Podgrafy grafu G urcené
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mnozinami V7 a V5 jsou oba zase regularni grafy stupné D a jejich matice

sousednosti jsou Ay a As, takZze D je vlastni ¢islo obou matic a v = (1,...,1),
ale pochopitelné také w = (—1,...,—1) = —v jsou jejich vlastni vektory,
odpovidajici vlastnimu ¢éislu D. Vektor (1,...,1,—1,...,—1) miZzeme psat v

fadkovém tvaru jako (v, w), podobné i ve sloupcovém tvaru a dostavame

(o ) ()= (o )=(2)

Pro ty, ktefi maji radi podrobné vypocty dikaz zopakujeme jesté jednou s
tim, ze matice A = (A;;) spliiuje A;; =0 pokud i <m < jneboi>m >j a

vektor z = (z1,...,2,) je definovén takto: z; =1 proi=1,....,maz = —1
proi=m+1,...,n:
n m m n
ZA”ZJ:ZA”ZJ:ZA”:ZA”:D:D% proigm,
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
Y Aiyzi= ) Ayz=
1=1

1=m-+1

n n
= Z —Aij = _ZAU =—-D =Dz proi>m,
i=m+1 1=1
coz dohromady znamena, ze Av = Duv.

Jestlize v grafu existuje fez velikosti 0, pak druhé nejvétsi vlastni ¢islo
je rovno D a je tedy stejné velké jako nejvétsi vlastni ¢islo. Navic nalezeni
fezu je mozno provést tak, ze nalezneme vlastni vektor odpovidajici ¢islu D
a je kolmy na zdkladni vlastni vektor (1,...,1) a vrcholy rozdélime podle
znaménka odpovidajici slozky tohoto vlastniho vektoru.

7Z klasické spektralni teorie matic naopak vyplyva, ze jestlize je rozdil mezi
prvnim a druhym vlastnim éislem velky, je graf hodné souvisly (ve smyslu,
ktery zde nebudeme popisovat), takze i nejmensi fez v grafu bude velky. Tato
teorie vsak presahuje zaméreni nasi knihy; ik ale, ze ¢im je vétsi velikost
minimalniho Fezu (neboli ¢im je graf “souvislejsi”), tim je “dira” mezi prv-
nim a druhym vlastnim ¢islem vétsi, coz je presné to, co jsme vidéli béhem
prochazky appletem.






Cast IV

Aritmetické algoritmy
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V této ¢asti knihy probereme dva problémy, které spolu pfili§ nesouvisi, ale
maji dvé spolecné vlastnosti: jednak je mozno oba povazovat za aritmetické
algoritmy a kromé toho jsou oba z praktického hlediska velmi vyznamné.

Prvni tlohou je sc¢itani ¢isel zadanych v dvojkové soustaveé. Je to zakladni
aritmeticka operace, kterou musi pocitacové procesory provadét co mozna nej-
rychleji. Snazime se pfitom pocitat paralelné, tedy provadét co nejvice operaci
soucasné. Klasicky algoritmus pro séitani, ktery znate ze zakladni skoly, ale je
pro paralelni pocitani zcela nevhodny a proto zde ukazeme jiny postup, ktery
je vyrazné rychlejsi, protoze umozni velmi rozsahlé pouziti paralelismu.

Druhou tlohou je pocitani pfimé a inverzni diskrétni Fourierovy transfor-
mace (FT). Jedna se o klasickou tlohu; spojité verze Fourierovy transformace
je v matematice vyuzivana uz velmi dlouho (Fourier, po kterém je pojmeno-
véna, zil v letech 1768-1930). Fourierova transformace je predevsim dilezitd
pro spektralni analyzu signala a specidlné diskrétni varianta FT je pouzivana
pro spektralni analyzu digitalizovanych akustickych i jinych signali. M4 ale
fadu dalsich pouziti, napfiklad na kosinovou transformaci, ktera je uzivana
pro JPEG kompresi obrazového signalu, je mozno se divat jako na tpravu
Fourierovy transformace tak, aby pouzivala jen realnéa a nikoliv obecna kom-
plexni cisla.

V posledni kapitole této ¢asti bude probran klasicky algoritmus nazyvany
rychld Fourierova transformace (FFT, z angl. Fast Fourier Transform), coz
je metoda, diky jejiz vypocetni rychlosti a jednoduchosti je vyuzivani dis-
krétni Fourierovy transformace tak rozsitené. Vyhodou algoritmu je, Ze jej 1ze
pouzivat jak pro primou, tak i inverzni FT.

Jelikoz aplikace Fourierovy transformace nejsou obecné dostateéné znamy,
je pred kapitolu o FFT zarazena jesté jedna kapitola, ktera pojednava o pou-
ziti diskrétni F'T pro spektralni analyzu periodického digitalizovaného signalu.






Kapitola 18

Séitani Cisel

Scéna: Operandy

Nasim tukolem je secist dvé ¢isla napsana v binarni soustavé. V prvni scéné
je ukazano, jak se v appletu pracuje se s¢itanci.

Oba séitance maji 32 ¢islic; tento pocet lze v rozumnych mezich ménit v
poli N= na jinou mocninu 2. Knofliky RND lze 1. nebo 2. s¢itanci prifadit
jinou ndhodnou hodnotu. V fadé piipadt také bude uzitecné nastavit jeden
séitanec jako komplement druhého (0 proti 1 a 1 proti 0); to se provede od-
povidajicimi knofliky KMPL. Nakonec lze hodnotu kazdé ¢islice zménit (z 1
na 0 a z 0 na 1) klepnutim mysi.

Scéna: Algoritmus ze zdakladni skoly

Zdalo by se, ze neni tfeba o s¢itani podrobnéji mluvit. Algoritmus se zacci
uéi jiz na zakladni skole a zné jej kazdy gramotny clovék a zpusob sam je
velmi jednoduchy a na prvni pohled i rychly.

Tato scéna umoznuje krokovat vypocet podle zakladni skoly a ukazuje,
7e postup je ve skutecnosti pro vétsi ¢isla pomérné zdlouhavy (zkuste si jej
pro 64 biti). Jisté neni tfeba dodavat, Ze Cervena Sipka oznacuje pfrenos do
vys$siho fadu a zelend tecka naopak naznacuje, Ze k prenosu nedoslo.

Pr1i sc¢itani dvou ¢isel algoritmus postupuje zprava doleva a kazdy krok
je vazan na vysledek pfedchoziho (konkrétné na to, zda dojde k pfenosu do
vyssiho Fadu). Pocet kroku je proto roven poctu ¢islic séitanci.

Scéna: Paralelni algoritmus ze zdkladni skoly

V modernich procesorech je k dispozici dostateéné mnozstvi logickych ob-
vodii, takZze (na rozdil od lidského poctafe) mohou provadét velké mnozstvi
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operaci soucasné a tim urychlovat vypocet. Pii soucasné sitce slova v pocita-
Cich, kdy 64 bita se stava standardem, je takové zrychleni opravdu zadouci.
Zda se ale, ze elementarni algoritmus pro s¢itani nelze paralelnim provadénim
operaci nijak urychlit.

Je zifejmé, ze nejobtiznéjsi ¢ast vypoctu je urcit, ve kterych sloupcich do-
chézi k prenosu. Pokud to vime, da se vysledny soucet urcit jedingm para-
lelnim krokem, kdy pro kazdy sloupec se¢teme dvé ¢islice sloupce a prenos z
niz$tho f4du modulo 2, neboli vysledek ve sloupci je 1 praveé kdyz bud 1 nebo
3 z téchto hodnot jsou rovny 1.

Pri podrobnéjsim pohledu na algoritmus pro séitani je zfejmé, ze pro né-
které sloupce umime rozhodnout, zda z nich bude vychéazet prenos do vyssiho
rfadu, aniz bychom c¢ekali na vysledek z radi nizsich.

e Jestlize ve sloupci oba sé¢itance maji hodnotu 1, pak z takového sloupce
bude pfenos vychézet vZdy, bez ohledu na to, zda z nizsich fada prenos
prijde nebo ne. Budeme fikat, ze sloupec generuje.

e Jestlize ve sloupci oba sé¢itance maji hodnotu 0, pak z takového sloupce
prenos nikdy nevyjde, i kdyby do ného vstoupil prenos z nizsiho fadu.
Budeme fikat, ze sloupec absorbuje.

e Nakonec jestlize sloupec je komplementarni, tj. v jednom scitanci je 0
a v druhém 1, pak sloupec vytvari prenos pouze pokud vytvari prenos
sloupec napravo od néj. Budeme tikat, ze sloupec prendsi.

Povsimnéte si také, ze sloupec zcela vpravo nemé co prendset, protoze
napravo od néj jiz dalsi sloupec neni. U pravého sloupce je proto vzdy mozno
rozhodnout o pfenosu bez znalosti hodnot v jinych sloupcich.

Pro rozdéleni sloupcti do typt neni tfeba znat informaci v jinych sloup-
cich a proto je snadno provedeme pro vsechny sloupce soucasné a nezavisle v
jednom paralelnim kroku.

Zkuste nyni algoritmus krokovat. V prvnim kroku se u sloupce vpravo a u
vsech sloupcti, které generuji nebo absorbuji, urci, zda z nich vychéazi prenos.
Zbyvajici (pfenésejici) sloupce vytvoii “ostrivky” nerozhodnutych sloupci,
oddélené rozhodnutymi sloupci.

Sitka téchto ostriivk byva vyrazné mensi, nez je Sitka celych éisel a da
se dokazat, predpokladajice ndhodné a navzajem nezavislé hodnoty cislic sci-
tancu, ze generujicich a absorbujicich sloupct byva okolo jedné poloviny vSech
sloupct (jednoduchy dtikaz) a $ifka nejvétsiho ostriivku je obvykle fadové ko-
lem logaritmu $itky slova (zna¢né slozity dikaz).

Mitizete si zkusit opakované generovat nahodné sc¢itance a provadét prvni
krok algoritmu a sledovat, jak ostrivky nerozhodnutych sloupcii vypadaji.

Nyni budeme pokracovat krokovani. V druhém kroku je mozno o prenosu
rozhodnout v pravych sloupcich ostravku a v kazdém dalsim kroku se ostruvky
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postupné zmensuji zprava doleva, o 1 sloupec v kazdém kroku. Soucasné se
pritom zpracovava tolik sloupci, kolik je dosud nerozhodnutych ostravku a
doba paralelné provadéného vypoctu je proto ddna maximalni sitkou ostravku
a je proto obvykle vyrazné mensi, nez u zdkladni varianty s¢itaciho algoritmu.

Scéna: Paralelni algoritmus - nejhorsi pripad

Jak bylo feceno v predchozi scéné, doba nutna k paralelnimu provedeni
s¢itani podle vykladaného algoritmu je dana sSitkou nejvétsiho ostruvku a je
tedy silné zavisla na konkrétnim tvaru séitanci.

V nejlepsim piipadé€, pokud napiiklad sc¢itdme dvé stejna cisla, ostrivky
viibec nevzniknou a rozhodnuti o vsech prenosech se dostane v jednom kroku.
I v primérném pifipadé je algoritmus velmi rychly.

V nejhorsim pfipadé vSak bohuzel je tento algoritmus stejné rychly (éi lépe
Fe¢eno pomaly) jako sériové provadény algoritmus ze zékladni Skoly. Nastava
to v ptipadé, kdy vSechny sloupce (s pfipadnou vyjimkou sloupce vpravo)
jsou komplementarni. Pak totiz vznikne jen jeden ostrivek, ktery ma sirku
o 1 mensi nez je sifka s¢itancu a proto vypocet probihd tplné stejné jako v
zékladnim algoritmu a paralelismus je zcela nevyuzit.

Tento pripad generuje tato scéna; zkuste si vypocet krokovat, ale myslim,
ze jej ani nedokoncite, protoze trva prilis dlouho a nic nového se pfi ném
nedozvite.

Scéna: Bloky

Nyni za¢neme vysvétlovat jiny algoritmus, obvykle oznacovany jako carry
look-ahead, ktery zaruc¢ené i v nejhorsim pripadé pocita velmi rychle, rychlosti
srovnatelnou s rychlosti, kterou paralelizovany elementarni algoritmus pocita
v obvyklém ptipadé, a tedy podstatné rychleji nez elementarni algoritmus v
zakladnim provedeni.

Zakladnim prvkem pro novy algoritmus je blok. Blok je souvisly soubor
sloupcti, na obrazovce je oznacen zlutym obdélnikem. Sitku bloku je mozno na
obrazovce ménit tazenim jeho levé nebo pravé strany mysi. Polohu bloku 1ze
meénit tazenim bloku mysi za libovolné jiné misto nez je jeho pravy a levy okraj
nebo okénko s ¢islici. Je téz mozno pozadat o vytvofeni nového (nahodného)
bloku.

U bloku nas pro dané hodnoty sc¢itancti bude zajimat, zda z jeho nejvyssiho
(tj. nejlevéjsiho) sloupce vychéazi prenos. Zda k tomu dojde vSak se budeme
snazit urcit pouze na zakladé téch ¢islic s¢itancu, které jsou uvniti bloku. To
pochopitelné vzdy neptijde a proto budeme, podobné jako uz jsme to ucinili
vyse, rozliSovat nasledujici t¥i pripady:

e blok generuje: néktery sloupec bloku obsahuje dvé ¢islice 1 a vSechny
sloupce bloku, které lezi nalevo od ného, jsou komplementarni (obsahuji
jednu 1 a jednu 0); tento piipad budeme oznacovat symbolem '+’
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e blok absorbuje: néktery sloupec bloku obsahuje dvé cislice 0 a vsSechny
sloupce bloku, které lezi nalevo od ného, jsou komplementarni (obsahuji
jednu 1 a jednu 0); tento piipad budeme oznacovat symbolem ’-’
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e blok prendsi: vsechny sloupce bloku jsou komplementarni; tento pripad
budeme oznacovat symbolem "<’ (s vyjimkou ptipadu, kdy blok zahrnuje
sloupec zcela vpravo, kdy budeme také pouzivat symbol *-).

Je jasné, ze tyto tfi pripady se navzajem vylucuji a jeden z nich vzdy
nastava. V prvnim pripadé, kdy blok generuje, ze sloupce obsahujiciho dvé
1 vyjde pfenos a je pfenasen komplementarnimi sloupci az k levému okraji
bloku a ven z ného, proto z levého sloupce bloku pfenos vychazi. V druhém
pripadé sloupec se dvéma nulami absorbuje pfipadny prenos, ktery by do
tohoto sloupce vstoupil z nizsiho fadu a sloupce nalevo od néj samy o sobé
prenos vytvorit nejsou schopny.

V nejzajimavéjsim tretim pripadé sloupce bloku samy pirenos nevytvori, ale
pokud ze sloupce stojiciho vpravo od bloku do bloku pfenos vstoupi, sloupce
bloku prenos prenesou celym blokem, az nakonec vystoupi z levého sloupce
bloku dale. Jestlize vsak vpravo od bloku jiz zadny jiny sloupec nelezi, je
zaruceno, ze nebude co prenaset, coz vysvétluje vyjimku v oznacovani prena-
Sejiciho bloku.

Vyzkousejte rizné hodnoty scitanci a sifku i polohu bloku a sledujte, ktera

’

z moznosti '+, ’-” a <’ nastava a snazte si ji zdivodnit.

Scéna: Jednosloupcovy blok

Jak jiz bylo naznaceno vyse, vypocet hodnoty bloku tvoreného jednim
sloupcem je jednoduchy: sloupec obsahujici dvé 1 generuje, pokud obsahuje
dvé 0, pak absorbuje a komplementarni blok zcela vpravo negeneruje a jinak
prenasi.

Ovéfte si tyto moznosti pro rizné hodnoty séitanct a polohu bloku, ktery
je mozno mysi tdhnout jako tomu bylo v pfedchozi scéné (ale nelze ménit jeho
sifku).

Scéna: Siroky blok

Hodnotu bloku slozeného z vice nez jednoho sloupce lze urcit snadno podle
definice: Postupujice zleva doprava, najdeme prvni nekomplementarni sloupec
bloku. Obsahuje-li dvé 1, blok generuje, jinak absorbuje. Pokud je ale blok
sloZen jen z komplementarnich sloupct, pak pfenasi nebo negeneruje podle
toho, zda zasahuje az do pravého sloupce sé¢itanct.

Tento postup je sice jednoduchy, ale sekvenéni a v nejhorsim pfipadé (kom-
plementarni operandy) by vedl ke stejné pomalému vypoétu jako piedchozi
dvé metody.
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Budeme proto postupovat jinak:
rozdélime blok libovolngm zpisobem na dva bloky obsahujici oba alespon jeden
sloupec (stisknéte knoflik Krok v ovladaéi nazvaném Konstrukce),
ur¢ime hodnoty podbloku a
spoc¢teme hodnotu celého bloku nasledujicim zptisobem:

e jestlize levy blok generuje, cely blok generuje také,
e jestlize levy blok absorbuje, cely blok absorbuje také,

e jestlize levy blok pfenasi, cely blok mé& hodnotu rovnou hodnoté pravého
bloku.

Pokud levy blok generuje nebo absorbuje, jeho rozhodujici sloupec (nejle-
véjsi nekomplementérni) je také rozhodujicim pro cely blok. Pokud levy blok
prenasi, predstavuje pouze nedulezité prenasejici sloupce pro pravy blok.

Hodnoty podbloka, které obsahuji vice sloupct se uréi rekurzivné dalsim
délenim (pouzivajice opétovné knoflik Krok v ovlada¢i Konstrukce).

Pri paralelnim vypoctu lze hodnoty levého i pravého bloku urcovat sou-
casne.

Rekurzivni vypocet hodnoty bloku 1ze krokovat knoflikem Krok v ovladadi
Vypocet, ktery se objevi v okamziku, kdy je rekurzivni konstrukce stromu
vypoctu ukoncena.

Knofliky Zpét v obou ovladacich vraci zpét akci knofliku Krok a knof-
liky Dokonc¢i a Zrus umoznuji prislusnou akci zcela dokoncit nebo vratit
do pivodniho stavu. Knoflik Siroky umoziiuje volit mezi dvéma zptisoby
kresleni vrcholi stromu rekurze. V prvnim je vrchol natazen mezi krajnimi
sloupci bloku, ktery reprezentuje, v druhém ma $irku jednoho sloupce. Druha
metoda bude uzivana ve scénach znazornujicich uplnou séitacku, kde bude
zobrazovano nékolik strom® najednou a Siroké vrcholy by daly nepiehledné
schéma.

Scéna: Nejhorsi déleni

Pro spravnost vypoc¢tu hodnoty bloku je zcela lhostejné, jak jej délime do
podblokti. Zptisob déleni je ale podstatny pro pocet paralelnich krokt, které je
nutno provést k ukonceni vypoctu hodnoty. Tato scéna ukazuje nejhorsi mozny
zpusob déleni: od celého bloku se vzdy oddéli jediny sloupec vpravo nebo
vlevo. Schéma vypoctu, které takto dostaneme pak mé takovou hloubku, ze
se sotva vejde na obrazovku a vedlo by k algoritmu vypocetné srovnatelnému
s algoritmem ze zékladni skoly.

Vytvorte si Siroky blok a sledujte jeho strom vypoctu.
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Scéna: Optimdlni déleni

Ctenaf, ktery ma alespori zdkladni znalosti v navrhu efektivnich algoritmii,
jisté vinebo alespon tusi, ze pro rychlost paralelniho vypoctu je optimalni délit
blok na dva stejné velké podbloky polovi¢éni velikosti (nebo na dva podbloky
lisici se v poctu sloupct o 1 pokud blok sam ma lichy pocet sloupct a na
presné poloviny rozdélit nejde). Pocet paralelnich krokt pro vypocet hodnoty
je pak [log, w], kde w je pocet sloupct bloku a je to to nejlepsi, co miZeme
dosdhnout.

Zkuste si vytvorit siroky blok a sledujte jeho strom vypocétu. Obménujte

blok i s¢itance a sledujte konstrukci stromu vypoctu i odpovidajici vypocet
hodnot blok.

Scéna: Hraniéni délent

Nyni popiSeme jiny zpusob déleni, ktery je pro nékteré bloky mirné ne-
optimalni, ale ma vyhody, které se stanou zfejmymi pozdéji. V této scéné jiz
je nutné predpokladat, ze pocet §itka operandt je mocninou dvojky (coz v
soucasné dobé v pocitacové aritmetice nezptisobuje prakticky zadné omezent;
prvni mikroprocesory pracovaly se sitkou 8 bitt a zahy byly vystiidany 16-
bitovymi, nyni kon¢i éra 32-bitovych a tato kniha je uz psadna na 64-bitovém
procesoru - vSe jsou mocniny 2).

Blok rozdélime nejprve podle hranice prochazejici polovinou sitky s¢itanct
(nikoli polovinou bloku), pak podél hranice prochazejici prvni nebo tieti ¢tvr-
tinou, pak 1., 3., 5. nebo 7. osminou atd. Pochopitelné jestlize néktera hranice
blokem neprochézi (napt. pokud je blok cely v dolni poloviné ¢isel nebo ji
presahuje o jediny sloupec), pak muzZe byt odpovidajici krok pieskocen.

Blok obsahujici vSechny sloupce je zajisté délen optimélné na poloviny.
Mensi bloky sice mohou byt déleny neoptimalné, ale pocet tirovni déleni ne-
bude nikdy vétsi nez u vsesloupcového bloku. Jelikoz se vSesloupcovy blok
v navrhu algoritmu bude vyskytovat, bude paralelni vypocetni slozitost dana
poctem trovni rozkladu tohoto nejvétsiho bloku a optimalizaci rozkladu bloki
mensich by se pocet paralelnich krokt vypoctu stejné nemohl zlepsit.

Déleni podle binarnich hranic méa ale vyhodu, ze vSechny bloky jsou déleny
v odpovidajicich tirovnich stejnym zpiisobem, tedy podle stejnych hranic, coz
se priznivé projevi na tvaru a jednoduchosti vysledného obvodu, viz dalsi
scény.

Scéna: Nejuyssi sloupec

V této scéné se budeme zabyvat otdzkou, zda z nejvyssiho fadu, tedy ze
sloupce tplné vlevo, vychazi pfenos. Obdobnou otazku budeme muset vyfesit
i pro ostatni sloupce, pro levy sloupec je ale nejobtiznéjsi, protoze zavisi na
vsech cislicich obou séitanct.
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Pro vyfteseni tohoto problému staci uvazovat blok, obsahujici vSechny
sloupce, tedy prostirajici se vpravo od sloupce, ktery zkoumame, az ke sloupci,
ktery lezi iplné napravo (a tedy mame jistotu, ze do néj zprava nemuze vstou-
pit prenos).

Tento vsesloupcovy blok nemé nikdy hodnotu <’ a uz jsme rozebirali,
ze pokud generuje, pak z nejvyssiho radu vychézi prenos, zatimco pokud ab-
sorbuje nebo prenasi, pak z nejvyssiho fadu prenos nevychazi. Nase otazka
se tedy snadno zodpovi uréenim hodnoty bloku, kterou urc¢ujeme na zakladé
déleni bloku podle bindrnich hranic jak bylo popsano v predchozi scéné.

Knofliky ovladace Konstrukce si nyni rozvinte obvod pro vypocet hod-
noty bloku a knofliky ovladace Vypocet si urcujte hodnotu bloku i podblokii
vzniklych délenim a tedy i existenci pfenosu v nejvyssim fadu pro rtzné hod-
noty sc¢itanct. Vypocet je krokovan po jednotlivych paralelnich krocich.

Nyni jiz je tedy patrna hlavni myslenka algoritmu: soucasné s provadénim
pocetnich tikonil v pravé ¢asti schématu, kterd zahrnuje méné vyznamné bity,
se zpracuji levé poloviny séitanci. Pokud se zjisti, Zze leva polovina generuje
nebo absorbuje, neni tfeba znat vysledek z pravé ¢asti. Nové na algoritmu je
ale to, ze pokud leva polovina prenasi, pak pripadny prenos z pravé poloviny
s¢itanct neni nutné “postrkovat” levou c¢asti sloupec po sloupci, jako to ¢ini
elementarni algoritmus ve své skolni podobé vzdy a v paralelizované podobé
pfinejmensim v nejhorsim pripadé, ale prenos “preskoci” z hranice v poloviné
s¢itancu do nejlevéjsiho sloupce okamzité, protoze vime, ze by k tomu pfi
detailnim pocitani stejné doslo.

Je vidét, ze vypocet je velmi rychly - pocet vrstev obvodu a tedy i pocet
paralelnich krokii potfebnych pro vypocet je [log, n|, kde n je sitka séitanc.
Obzvlasté dulezité je to, ze schéma vypoctu nezdvisi na hodnotach séitanci
a vypocet je tedy takto rychly i v nejhorsim piipadé.

Scéna: Obecny sloupec

Podobné jako byl v pfedchozi scéné urcen prenos v nejvyssim radu, uka-
zeme si, jak provést urceni pfenosu v libovolném jiném sloupci. Vybér sloupce
pro ilustraci metody provedeme kliknutim na maly bledy ¢tverecek nad sloup-
cem.

Jako v predchozi scéné staci urc¢it hodnotu bloku, uréeného vlevo uvazova-
nym sloupcem a vpravo zasahujicim az na samy pravy okraj s¢itanci. Tako-
vyto blok nikdy nemutze dostat zprava prenos z nizsiho rfadu, protoze vpravo
od néj jiz nic neni, a v nasi klasifikaci nikdy nenabyva hodnoty '<’. Proto z
jeho levého sloupce, tedy z naseho uvazovaného sloupce, vychazi prenos pravé
kdyz tento blok generuje.

Pri konstrukei si povsimnéte, ze blok je délen podle binarnich hranic. Jak
jiz bylo uvedeno, je pro néas dostacujici aby pocet vrstev pii déleni bloku
nepiekrocil pocet vrstev, vypocitavajicich hodnotu vSesloupcového bloku.



208 KAPITOLA 18. SCITANI CISEL

Scéna: Prekrjvdni

Nyni jiz vime, jak zkonstruovat Uplnou séitacku: pro kazdy sloupec zvlast
si sestrojime obvod, urcujici zda z tohoto sloupce vychazi prenos, zptisobem
popsanym v predchozich dvou scénéch a pak z informaci o pfenosech urcéime
v jednom paralelnim kroku hodnotu souctu. Vsechny obvody pro vypocty
prenosi pracuji soucasneé.

V této scéné se konecné dozvite diivod pro déleni bloki podle binarnich
hranic. Na obrazovce je zobrazen obvod pro vypocet prenosu pro levy slou-
pec. Klepnéte nyni na maly bledy ¢tverecek nad libovolnym jinym sloupcem
(vyhodné nad sloupcem v levé ¢asti schématu). Tim se zobrazi obvod pro vy-
pocet prenosu pro zvoleny sloupec. Podle stavu konstrukece (knofliky ovladace
Konstrukce) budou obvody v rtizném stavu vyvinu od prostého bloku po
uplné dokoncéeny obvod pro vypocet jeho hodnoty.

Nyni jiz urc¢ité vidite, pro¢ preferujeme déleni podle binarnich hranic. Pti
tomto zpiisobu se obvody pro ur¢ovani prenosu v riznych sloupcich podstatné
prekryvaji. Neni tedy nutné budovat tyto obvody zcela oddélené, coz by vedlo k
velkému plytvani hardwarem, ale prekryvajici se ¢ast vytvorime pouze jednou
a jeji vysledek pak rozvadime na vstup vice nez jednoho nésledného hradla.

Klepanim do étvereckt nad sloupci je mozno zobrazovat (a nebo naopak
skryvat) obvod pro uréeni pfenosu pro libovolny sloupec a sledovat prekryvani
téchto obvodu. Je vidét, ze prekryvani je opravdu velké, napriklad vsechny
sloupce z levé ¢asti maji shodnou pravou ¢ast svych obvodu. Nakonec se zjisti,
ze pocet hradel pro vsechny sloupce neni o moc vétsi nez je obvod pro levy,

Je téz mozno zvolit nebo vypustit nékolik sloupcii najednou: stisknéte mys
v bledém c¢tverci nad nékterym sloupcem a tahnéte mys do strany.

Scéna: Kompletni scitacka

Tato scéna jiz jen shrnuje, co se v predchozi scéné objevilo pri volbé vsech
sloupcti a plné rozvinuté konstrukci, umoznuje ale krokovani vypoctu pro
ruzné hodnoty sc¢itancu.

Teprve na tplné sc¢itacce je vidét, ze je jeji konstrukce vlastné jednoduché,
je-li formulovana rekurzivné: Vytvorime dva obvody pro vypocet prenosu pro
polovi¢ni sitku slova, mirné zobecnéné moznosti privadét kromé dvou scitanct
jesté zprava prenos za sousedniho obvodu. Pravy podobvod jiz dava polovinu
kone¢nych vystupt, vystupy levého podobvodu se jesté vSsechny zkombinuji s
nejvyznamnéj$im vystupem pravé ¢asti.

Povsimnéte si, ze s¢itacka pro n-bitové s¢itance ma log, n vrstev a v di-
sledku velkého prekryvani je v kazdé vrstvé pfesné n/2 hradel, které kombinuji
tfistavové hodnoty jednotlivych blokt.
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Scéna: Vrstvend séitacka

V kompletni s¢itacce ukazané v predchozi scéné byla hradla (vrcholy stro-
mi) usporadana do vodorovnych vrstev, ale jistd propojeni mezi (Zlutymi)
hradly ptrechéazela pres nékolik vrstev. V této scéné je scitacka doplnéna dal-
§imi hradly, vybarvenymi razové, kterd zaplnuji “diry” v obvodu. Ruzova
hradla neprovadéji zadny vypodet a jsou to ve skuteénosti pamétové elementy,
které si mohou zapamatovat jednu tristavovou hodnotu. V kazdém kroku
(kliknuti knofliku Krok) ruzové hradlo pfecte hodnotu vstupu a zapamatuje
si jej. Vystup je vzdy roven uchovavané hodnoté.

Rizové prvky jsou velmi podobné tomu, co se v elektronice nazyva klopny
obvod typu D; jediny rozdil je, Ze si klopny obvod pamatuje jediny bit. Ttista-
vovou veli¢inu je ale mozno uchovavat ve dvou bitech a proto se nase ruzové
prvky obvykle implementuji dvojici klopnych obvodu typu D.

Zkuste si znovu pocitat hodnoty prenost; vypocet probiha stejné jako v
predchozi scéné, ale vstupni hodnoty prichdzeji “just in time” a nemusi ¢ekat
jako se to stavalo v minulé scéné.

Je vidét, ze postup mezivysledkti obvodem je velmi pravidelny, v kazdém
kroku jedna nova vrstva urci své hodnoty. V néasledujicich scénach uvidime,
proc¢ je to uzitecné.

Scéna: Zapominajici sc¢itacka

Jak bylo uvedeno v minulé scéné, tok informace v obvodu s rtzovymi
hradly je velmi pravidelny. V kazdém kroku je aktivni jedna vrstva, ktera
vypocte své hodnoty z hodnot v predchozi vrstvé. Protoze nas mezivysledky
ve skuteCnosti nezajimaji a cilem je urc¢it hodnoty posledni vrstvy, je mozné
mezivysledky zapomenout, jakmile byly pouzity nasledujici vrstvou.

Zkuste znova provadét vypocet a uvidite, ze je dostatecné si uchovavat
pouze mezivysledky jediné vrstvy.

Scéna: Zretézend scitacka

V predchozi scéné jsme vidéli, ze staci si pamatovat vzdy pouze vysledky
jediné vrstvy. Ty vrstvy, jejichz jejichz vysledky jiz byly pouzity, “zahali” a je
mozno vyuzit k s¢itani jinych dvojic s¢itanct. Jakmile hodnoty pro jeden par
postoupi o jednu vrstvu dolti, je mozné do obvodu vlozit novy par sc¢itanct,
ktery postupuje obvodem se zpozdénim jedné vrstvy.

V této scéné s¢itame plynuly proud dvojic s¢itancti a kazdy par ma svoji
barvu, ktera oznacuje jemu odpovidajici mezivysledky. Prvky obvodu maji
svoji ptvodni barvu pouze dokud k nim nedorazi prvni mezivysledky, pak
jsou jiz oznacCovany barvou paru, ktery pravé zpracovavaji. Pii krokovani je
jasné vidét, jak informace obvodem postupuje.
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Scitacka typu carry look-ahead je tedy velmi silny nastroj, kromé toho, ze
jeden par v obvodu stravi pouze ¢as imérny logaritmu poctu bita a doba tr-
vani vypoctu je zcela nezavisla na jejich hodnotach, mohou do obvodu s¢itance
vstupovat bezprostiedné za sebou s odstupem, ktery na velikosti s¢itanci ne-
zavisi a je dan pouze vypocetnim zpozdénim pouzitych vypocetnich prvki
jedné vrstvy.

Scéna: Animovand scitacka

Tato scéna prinasi inzenyrsky nahled na implementaci zretézené scitacky
z predchazejici scény. Rizové pamétové prvky jsou mezménény, pouze jsou
nakresleny ponékud mensi. Na druhé strané kazdé zluté vypocetni hradlo je
doplnéno o jeden ruzovy paméfova prvek stejného typu jako rtzové prvky
popsané v predchozich scénach.

Zluta vipocetni hradla pracuji asynchronné: jakmile se zméni vstupni hod-
noty, odpovidajicim zptsobem se ihned zméni i vystup. Presnéji feceno, zména
se objevi na vystupu po jistém casovém okamziku, zpozdéni, které muze byt
rizné pro riznd hradla.

Pokud bychom zpracovévali pouze jeden par s¢itancl, rizové pamétové
prvky by nebyly tieba, ale rychlost postupu informace by byla v riznych
¢astech obvodu jina. To by ale v pripadé zfetézeného zpracovani vice partu
sCitanci vedlo k tomu, Ze by nebylo mozné hodnoty odpovidajici riznym
parum na vystupu obvodu odlisit.

Z tohoto davodu musime pouzivat synchronni obvod a synchronizace je
dosahovana riZzovymi pamé&fovymi prvky ve vSech pozicich obvodu. Vystup
pamétového obvodu je roven uchovavané hodnoté; po vétsinu doby prvek ig-
noruje vstupni hodnotu. Pamétové prvky vsak dostavaji hodinovy signdl (jeho
pfivddéni k prvkim neni zndzornéno). Jakmile pamétovy prvek dostane ho-
dinovy signél (v redlnych systémech napiiklad vzestupnd hrana hodinového
signélu, u naseho appletu kliknuti knofliku Krok), prvek precte vstupni hod-
notu a nahradi ji dfive uchovavanou hodnotu. Po této mzikové udalosti se
zapamatovand hodnota dale neméni az do dalsiho hodinového impulzu.

Zkuste si vypocet s pouzitim knofliku Krok; v okamziku hodinového im-
pulzu (kliknuti) vSechny pamétové prvky najednou nahradi pivodni uchové-
vanou hodnotu hodnotou, ktera byla na vstupu. Animace ukazuje, jak in-
formace postupuje podél vodi¢l, pripojujicich vystupy pamétovych prvka se
vstupy nasledujicich hradel, kterymi mohou byt vypocetni hradla nebo dalsi
pamétové prvky.

Jakmile informace dorazi na vypocetni hradlo, je zpracovana a s jistym
zpozdénim se vysledek objevi na jeho vystupu (zpozdéni jsou rizna pro rizna
hradla - rozdily jsou tmyslné zvyraznény), coz se projevi m.j. zménou barvy
hradla.
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Barvy hradel a signala reflektuji barvu odpovidajiciho paru sc¢itanci, ke
kterému se vztahuji. Je tedy snadné sledovat postup informace obvodem.

Jisté je vam ziejmé, Ze hodinovy kmitocet musi byt takovy, aby doba mezi
dvéma po sobé nasledujicimi hodinovymi pulzy byla dostatecnd pro prenos
signalu mezi hradly a jeho zpracovani. Nas applet je silné synchronizovan a
neptijima kliknuti, dokud neprovede vSechny nutné operace, ale v pripadé
realného obvodu by prilis rychlé hodiny vedly k chybnym vypocttim.

Scéna: Cislovdni

Tato scéna jiz neni soucasti vlastni prochazky appletem, nicméné si ukéa-
zeme jistou magii Cisel.

Sloupce s¢itacky jsou ocislovany zprava doleva od 0 do n—1, kde n je bitova
§itka s¢itanci, v ivodnim ptripadé n = 32. Vrstvy hradel jsou o¢islovany shora
doltt od 0 do log, n — 1 (pamatujte, Ze n je mocnina 2 a proto je log, n celé
¢islo). Na tivodnim obrazku je log, 32 = 5. Vrstva operandd je oéislovana jako
-1.

Scitacka je znazornéna v uplné podobé se zlutymi vypocetnimi hradly se
dvéma vstupy a vloZenymi rtzovymi pamé&fovym obvody. Hradla jsou odislo-
vana Cisly, které nemaji zadnou souvislost s operandy nebo mezivysledky, ale
popisuji typ hradla: 1 je zluté vypocetni hradlo a 0 je rtizové paméfové hradlo.

Za této situace se podivejte na posloupnost 0 a 1 v hradlech libovolného
sloupce a zjistite, Ze pfedstavuje binarni zapis ¢isla sloupce (s nejvyznamnéj-
$im bitem dole a nejméné vyznamnym nahofe ve vrstvé 0). Ve vrstvé odislo-
vané i je ¢islice, kterd v bindrnim zapisu vystupuje u mocniny 2°.

Stisknéte nyni mys nad libovolnym hradlem. Odpovidajici obdélnik zcer-
vena a zcéervenaji také obdélniky hradel, na jejichz hodnotach zavisi hodnota
stisknutého hradla. Zéervenalé obdélniky ve vrstvé operandii (ocislované -1)
vytvareji interval, jehoz levy konec je ve sloupci, ve kterém se nachazi stisk-
nuté hradlo, zatimco pravy konec je ve sloupci, jehoz poradové ¢islo se dostane
tak, ze ve sloupci obsahujicim stisknuté hradlo nahradime nulou ¢islo v stisk-
nutém hradlu a ¢isla ve vSech obdélnicich nad stisknutym hradlem.

Stisknéte napf. hradlo v sloupci 29 ve vrstvé 3. Jelikoz 29 je binarné 11101,
pak nahrazenim ¢islic ve vrstvach 3, 2, 1, 0 nulami dostaneme 10000 neboli
dekadicky 16 a uvidite, ze pri stisknuti zminéného hradla zéervenaji operandy
od sloupce 29 az po sloupec 16.

U zlutého hradla jsou oba vstupy pfipojeny na vystupy hradel v predchozi
vrstvé. Jeden vstup je pfipojen na hradlo ve stejném sloupci, druhy na hradlo
ve sloupci, jehoz potadové ¢islo se dostane tak, ze se v sloupci se stisknutym
hradlem nahradi nulou vSechny ¢islice nad stisknutym hradlem, a pak se od
vzniklého ¢isla odecte 1.

11101, pak po ndhradé nulou ve vrstvach 2, 1, 0 dostaneme 11000, neboli 24 a
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vidime, ze pravy vstup hradla je napojen skutec¢né do sloupce 23 = 24-1. Levy
vstup totiz zavisi na ¢islicich operandt od sloupce 29 do 110005 = 24 a proto
pravy vstup hradla zpracovava hodnoty od nasledujiciho sloupce vpravo, tedy
od sloupce 24-1=23.



Kapitola 19

Diskrétni Fourierova
transformace

Scéna: Kresleni funkce

Cilem prvnich nékolika scén je pouze naucit se applet ovlddat. V prvni
scéné je znazornéno okno, ve kterém je graf funkce. Toto okno budeme nazyvat
funkcéni okno. Graf je mozno mysi prekreslit; vyzkousejte si to.

Scéna: Zadavani funkce vzorcem

Funkci, jejiz graf je zndzornén v okné, je mozno zadat i vzorcem, za-
psanym do pole pro zadavani vzorce. Jako priklad je mozno uvést funkce
sin(2*PI*x), cos(2*PI*x)+exp(x-1), sgn(x-0.5), abs(x-0.5)+log(1+x)
(dalsi pouzitelné funkce jsou tg, cotg, In, sqrt). Podrobné je syntax popsdna
v okénku, které se objevi po stisknuti knofliku Syntax. Pro jednoduchost je
kalkulator upraven tak, Zze pokud je vyraz pro nékteré x nedefinovan (napti-
klad po déleni nulou, logaritmus nebo odmocnina zéporného ¢isla a podobné),
nahradi jej nulou.

V fadé prikladu bude pro lepsi zobrazeni grafu funkce nutné zménit mé-
fitko x-ové nebo y-ové osy zménou ¢isel v polich x1, 2 (levy a pravy okraj
okna na ose ), y1, y2 (dolni a horni okraj okna na ose y).

Scéna: Sinusoidy

~evs

sinus, z nichz nékteré si zobrazime v této scéné. I kdyz si myslim, ze vlastnosti
téchto funkci dobfe znate, nebude na skodu si scénu rychle projit.

213
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Zakladni sinusoidy jsou funkce sin(27x) a cos(27x), které jsou periodické
s periodou 1. Proto je funkéni okno upraveno na zobrazovani hodnot funkci
pro z € [0,1].

Na obrazovce je zobrazeno dalsi okno, které budeme z duvodu, které se
stanou zfejmymi pozdéji, nazyvat spektrdlni okno a které budeme zatim pou-
zivat velmi omezenym zptisobem:

V dolni casti spektralniho okna je fada checkbox, jeden z nich je zvolen.
Klepnutim na jiny checkbox jej zvolite a tim se automaticky vypne checkbox,
ktery byl zvolen pfed tim. Zvoleny checkbox udava charakter funkce, ktera
bude zobrazena ve funkénim okné.

Na zacatku je zvolen modry checkbox a ve funkénim okné se zobrazuje
¢asto pouzivand konstantni funkce f(z) = 1.

Zvolte nyni ¢erveny checkbox s oznacenim 1. Zobrazi se sinusovka f(z) =
sin(27z) a je-li zvolen zeleny checkbox s oznacenim 1, zobrazi se kosinusovka
f(z) = cos(2mz). Obé tyto funkce maji periodu 1 odpovidajici sifce funkéniho
okna.

Nyni zvolte nejprve ¢erveny checkbox a potom zeleny checkbox oznaceny
2. Zobrazi se sinusovka f(xz) = sin(2 - 2wz) respektive kosinusovka f(z) =
cos(2 - 2mx). Jsou podobné dvéma piedchdzejicim funkcim, ale jejich perioda
je polovic¢ni, neboli jejich frekvence je dvojnasobna. Plna sife funkéniho okna
zobrazuje dvé periody téchto funkci.

Zbyvajici checkboxy ve spektralnim okné slouzi pro zobrazeni sinusovek a
kosinusovek vyssich frekvenci. Klepnutim na ¢erveny nebo zeleny Ctverecek s
ozna¢enim k se zobrazi sinusovka f(x) = sin(k - 2mx) respektive kosinusovka
f(z) = cos(k-2mx). Opét maji podobny pribéh jako zékladni funkce sin(27z)
a cos(2mx), ale periodu k-krat mensi neboli frekvenci k-krét vétsi.

Vyska cerveného, zeleného nebo modrého sloupce ve spektralnim okné
mize byt ménéna zachycenim za jeho horni okraj (nebo dolni okraj, vy¢niva-
li pod osu z) a tazenim; tim se méni amplituda zobrazované funkce. Zkuste si
znovu volit sinusovky a kosinusovky rizngch frekvenci (a konstantni funkei)
a ménit jejich amplitudy.

Scéna: Linedrni kombinace sinusoid

Scéna je jednoduché, ale dulezité cvi¢eni na pouzivani spektralniho okna.
V predchozi scéné bylo mozné volit jedinou sinovou funkci a meénit jeji ampli-
tudu. V této scéné je mozné zvolit nékolik sinovych funkei najednou (t¥eba i
v8echny) a ve funkénim oknu se zobrazi jejich soudet.

V tadé ptipadu bude asi potfeba si pro lepsi zobrazeni funkce zménit
méfitko osy y (zmény na ose = se v této scéné provadét nedaji).

Ve skutecnosti jsou v této scéné na zacatku zvoleny wsechny ctverecky
ve spektralnim okné, ale amplitudy jsou az na jednu voleny rovny 0 (coZ je
ekvivalentni nezvoleni ¢tverecku).
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Ménte amplitudy v rtznych sloupcich spektralniho okna jako pfi mixo-
vani zvuku na mixaznim pultu a pozorujte, jak se méni odpovidajici souctova
funkce ve funkénim okné.

Libovolny sloupec ve spektralnim okné se da “vypnout” kliknutim mysi;
odpovidajici (ko)sinusovka pak nepfispiva k souétu ve spektralnim okné. Vy-
pnuti mé stejny tcinek jako snizeni amplitudy na 0.

Velmi doporucuji u této scény ztstat co nejdéle; volbou riznych mnozin
funkci a predevsim volbou jejich rtuznych amplitud je mozno vytvorit velmi
bohaty soubor odvozenych funkci a pro dalsi porozumeéni diskrétni Fourierové
transformaci velmi pomiize, budete-li jich umét vytvorit co nejvice, véetné
funkei velmi kuriéznich a “divoce” se ménicich.

Scéna: Vzorkovdni spojité funkce

Zapomenme na chvili na omezené rozliseni obrazovky a predstavujme si,
ze osa x ve funkénim okné je kontinuum wvsech redlnych ¢isel. Pro popis funkce
nakreslené nad takovou osou bychom potifebovali nekoneéné mnozstvi iidajt
a pokud by funkce naptiklad predstavovala akusticky nebo elektricky signal,
musela by se kazda hodnota odecist v nekonec¢né malém casovém okamziku,
coz pochopitelné neni mozné.

P1i digitalnim zpracovani signali se proto signal obvykle wvzorkuje, coz
znamena, ze se odecita je v nékterych okamzicich, které nasleduji po sobé
s konstantnimi casovymi rozestupy. Pokud je perioda signdlu 1 a béhem ni
provedeme n vzorkd, pak je odecitame v okamzicich xg,...,z,_1, kde xy =
¢/n pro £ = 0,...,n — 1. Protoze funkce je periodické, pro x, = n/n =1
bychom jiz dostali stejnou hodnotu jako pro xg = 0.

Vzorkovaci body jsou ve funkénim okné znazornény svislymi ¢arami a
hodnoty funkce v téchto bodech jsou zvyraznény malymi kolecky. Pocet vzor-
kovacich bodt lze zménit na ovladaéi (pole Vzorku N), ale mél by byt malé
sudé ¢islo. Vzhledem k pravidelnosti jejich rozmisténi je tento iidaj dostatecny
pro urceni jejich polohy.

Scéna: Spektralni analyza

Ve funkénim okné jsou zobrazeny dvé funkce. Funkce zndzornénd ¢erné (na
zacatku sinusovka) mtze byt pfekreslena mys$i nebo zménéna zadanim vzorce
nové funkce, jak bylo popsano v prvnich dvou scénéach této kapitoly. Je také
mozno meénit frekvenci vzorkovani a méritka os.

Druha funkce ve funkénim okné, znazornéna cervené, odpovida ampli-
tudam ve spektralnim okné zptisobem, ktery byl popsan ve scéné o linearnich
kombinacich sinusovek. Ve funkénim okné ji nelze prekreslit.

Pro danou cernou funkci jsou amplitudy ve spektrdlnim okné urcovany
Algovizi tak, aby jim odpovidajici ¢ervend funkce se shodovala s ¢ernou ve
vSech vzorkovacich bodech. Je zfejmé, ze nelze volit amplitudy tak, aby se
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Cervend funkce shodovala s ¢ernou vsude; Cerny graf ma daleko vétsi pocet
stupna volnosti nez soubor amplitud ve spektralnim okné, ale hlavni vysledek
diskrétni Fourierovy analyzy tika, ze shodu ve vzorkovacich bodech je mozno
zajistit pro kaZdou periodickou ¢ernou funkci.

Soubor amplitud ve spektralnim okné se nazyva spektrum cerné funkce. To
je také divod nazvu spektralniho okna, kde jsou tyto hodnoty zobrazovany.

Meérite ¢ernou funkci a pozorujte jeji spektrum, vypoctené Algovizi a od-
povidajici ¢ervenou funkci. Zkuste si hlavné priklady funkci, které se prudce
(skokem) méni. U nich dochézi k typickému pribéhu rozdilové funkce, ktery
je dobfe znam z chovéni elektrickych obvodi: pokud se hodnota ¢erna funkce
skokem zméni a pak zistava konstantni, ¢ervend funkce v reakci na skok
“prekmitne” za hodnotu cerné funkce a pak se k jeji nové hodnoté priblizuje
zpusobem pripominajicim tlumené kmity kolem nové hodnoty ¢erné funkce s
tim, Ze ke shodé obou funkci dochazi ve vzorkovacich bodech. Analogie vSak
neni Uplna: chovani ¢ervené funkce je “Casové reverzibilni” a rozdilova funkce
se “rozkmitd” i v pripravé na skok diive nez k nému dojde.

Scéna: Hleddani spektra

Je tfeba udélat to, co délala v predchozi scéné Algovize: aproximovat ¢ernou
funkci, ktera je nakreslena ve funkénim oknu, ve vzorkovacich bodech cerve-
nou funkci. Vysky sloupeckt ve spektralnim okné, predstavujici amplitudy
jednotlivych harmonickych, je mozno ménit tahem mysi, jak to jiz bylo vy-
svétleno diive a cilem je dosdhnout pfesné shody c¢erné a cervené funkce ve
vzorkovacich bodech. Tato scéna je dalsi, ve které byste méli stravit hodné
casu a zkouset aproximace nejriznéjsich cernych funkei.

Tak napriklad zména konstantni slozky posouva cervenou funkci nahoru
a dolu a je ji tfeba nastavit tak, aby stfedni hodnota c¢erné i cervené funkce
pres celou periodu byla stejna. Zakladni sinova slozka posouva hodnoty cer-
vené funkce v prvni ¢tvrtiné periody nahoru a hodnoty v 3. étvrtiné periody
o stejnou hodnotu dolti, zatimco na zacatku a konci periody a v jeji poloviné
jsou hodnoty Cervené funkce na této harmonické nezavislé. Na druhé strané
zakladni kosinova slozka nechava hodnoty v 1. a 3. ¢tvrtiné stejné a méni
hodnoty na zacatku periody a v jeji poloviné o stejnou velikost v opa¢nych
smérech. Vyssi harmonické, pokud maji mensi amplitudu, umoznuji dosah-
nout jemného zvlnéni pribéhu.

Vzhledem k obtiznosti tlohy by bylo prekvapivé, kdyby zacate¢nik nasel
spravné uplné spektrum. Je proto mozno pozadat o pomoc - nastaveni spravné
amplitudy pro jednu slozku spektra klepnutim na ¢tverec oznaceny ’?7’ pod
prislusnym sloupcem ve spektralnim okné.

Doporucuji zac¢it hledani spektra od konstantni slozky a pak nejdfive niz-
kych harmonickych a pak teprve vyssich a (alespon ze zac¢atku) pozidat po
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pokusu o nastaveni amplitudy Algovizi o nastaveni spravné hodnoty diive nez
prejdete k dalsi slozce.

Dulezitym, ale obtiZznym tkolem je umét vytvorit spektrum ¢erné funkce,
ktera se objevi pii vstupu do scény a méni svou hodnotu skokem v poloviné
funkéniho okna (a na jeho konci se vraci zpét).

Scéna: Spektrdlni komprese

Tato scéna je stejnd jako scéna Spektralni analyza, 1isi se ale ponékud
v ovladani a i svym cilem. Amplitudy slozek spektra nelze ménit, zustavaji
takové, jaké je Algovize vypocetla pro danou ¢ernou funkci. Ve spektralnim
oknu je ale mozno nékteré sloupce, tj. slozky spektra, deaktivovat klepnu-
tim na ¢tverecek pod sloupcem. Vypnuté sloupce pak nepfispivaji do linearni
kombinace, ktera je uvedena v popisu predchozi scény. To pochopitelné vede
k tomu, Ze Cervend linearni kombinace sinusoid se jiz vychozi ¢erné funkci
nemusi rovnat a obvykle nerovné ani ve vzorkovacich bodech. Je ale mozno
pozorovat, ze pokud se anuluji vysoké harmonické, tedy sloupce urcujici am-
plitudy sinusoid s vysokou frekvenci, ztuistava celkovy charakter funkce zménén
jen malo.

Pokud naptiklad funkce popisuje akusticky signal, pak odebranim vyso-
kych harmonickych se mize mirné zménit barva ténu, ale signal neni zasadné
zménén; napiiklad fe¢ je i nadale srozumitelna a hudba ptisobi stejnym do-
jmem, i kdyz ponékud plose.

Podobného principu se pouziva i u znamé obrazové komprese JPEG, kde
se provede spektralni rozklad dat, méné dilezité harmonické se potlaci nebo
omezi a pak se z upraveného spektra zrekonstruuje upraveny obraz, ktery je
mnohdy velmi obtizné odlisit od puvodniho. Pritom ale je mnozstvi informace
obsazené ve spektru snizeno a proto dochazi k datové kompresi. Na druhé
strané je ovSem zndmo, Ze v nékterych pripadech, napfiklad v misté, kde
se stykaji dvé jasné a monochromatické a barevné rozlisSené plochy, mohou
vznikat artefakty, které jsou zpusobeny podobnymi jevy jako jsou prekmity,
které byly popsany vyse.

Standardni JPEG je sice zalozen na kosinové transformaci, kterd je poné-
kud odlisné od zde popsaného zptiisobu vytvareni spektra, ale rozdil je spise
formélni a zaméfeny na snadnéjsi provadéni vypoctu a zakladni podstata
obou transformaci je stejna. Zhruba je mozno fici, Ze kosinova transformace
je tprava diskrétni Fourierovy transformace (viz zavér) tak, aby nebylo nutno
pouzivat komplexnich ¢isel.

ZAvér

Ve scéné Spektralni analyza jsme ukazovali, jak aproximovat ¢ernou peri-
odickou funkei f s periodou 1 v n pravidelné rozmisténych bodech =), = k/n,



218 KAPITOLA 19. DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

k=0,1,...,.n—1. Pro k=0,1,...,n — 1 oznac¢ime jako Ay hodnotu funkce
f v bodé x.

Ve scénach jsme pritom predpokladali, ze n bylo sudé ¢islo. Oznac¢me m =
n/2.

Zakladni poznatek ktery zde byl ilustrovan je ten, ze existuji realna cisla
Q1yevey 1, B1,...,0m ad takova, Ze

m—1 m

A = Z ay sin(2mlxy) + Z Be cos(2mlzy) + 9, (1)

/=1 /=1

pro k = 0,...,n — 1. Jisté vam je jasné, pro¢ se sinusovky scitaji jen do
¢ =m — 1, kdezto kosinusovky do ¢ = m: funkce sin(2rmz) je totiz ve vSech
bodech xg, x1,...,2,_1 rovna nule a tudiz jeji pridani do vzorce by k nicemu
novému nevedlo. Plati totiz, ze

sin(2rmay) = sin(2rmd/n) = sin(nl) =0 (2)

pro kazdé celé ¢islo /.

Existence rozkladu (1) znamend, Ze se ve scéné Spektralni analyza ve
vzorkovanych okamzicich, vyznacenych svislymi Sedivymi ¢arami, ¢ervenou
funkei (kterd predstavuje linedrni kombinaci konstanty, sinusovek a kosinuso-
vek) vzdy presné trefime do hodnot Ag, A1, ..., A,—1 ¢erné funkce. Jak jsme
vidéli, pro vSechny ¢erné funkce se to vzdy podarilo. Korektni matematicky
dikaz ukézi za chvili.

Nejprve ale upravime vyse uvedeny vzorec standardnim zptsobem za po-
moci exponencialnich funkci s komplexnimi koeficienty tak, aby se nam s nim
lépe pracovalo. S komplexnimi ¢isly budeme od této chvile pracovat dusledné,
rozklad (1) budeme hledat i pro pfipad, kdy ¢isla Ay, jsou komplexni.

Ukazeme nyni, ze pokud jsou dana komplexni éisla Ay, . .., A,,_1, pak kom-
plexni ¢éisla aq,...,@m—1, B1,...,0m a ¢ takovd, ze plati (1) existuji pravé
kdyz existuji komplexni ¢isla a_y,41, ..., ag, ..., an takova, ze

m
Ap = Z agw'® prok=0,...,n—1, (3)
l=—m+1
a to je pravé kdyz existuji komplexni ¢isla ay, . .., a,—1 takova, ze
n—1
Ak:Zangk prok=0,....,n—1, (4)
£=0

kde jsme oznaéili pro zjednoduseni zapisu w = 27/,
Je totiz znamo, ze
e =cosx +isinz, (5)
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kde ¢+ = v/—1 je komplexni jednotka. Z toho ihned plyne, ze

. 1T __ e*ll) ell) + e*ll)
sinx = 57 a cosx = 5 . (6)
Kromé toho bylo jiz vyse uvedeno, ze v bodech xq,x1,...,x,—1 je funkce
sin(27mx) rovna nule, takze pak cos(2mmaz,) = e*™™% pro £ = 0,1,...,n—1.
Plati-li (1), pak dosadime-li ze vzorcu (6) do rozvoje (1), vidime, Ze Ay, jsou
linedrnimi kombinacemi hodnot funkci tvaru e?™* ¢ = —m+1,...,0,...,m
v bodech xg, x1, ..., x,_1, takze pro néjaka realné c¢isla a_,, 11, ...,a0,...,am

opravdu plati (3). Naopak je-li dan rozklad (3) a za exponencidlni funkce s

imagindrnimi exponenty dosadime ze vzorce (5), dostaneme s uvazenim nulo-

vosti funkce sin(27wma) ve vzorkovacich bodech ihned rozklad (1).
Ekvivalence (3) a (4) plyne z toho, Ze pro libovolna celd ¢isla ¢ a k plati

wlttmk — k= Gl ()P = Wik = o, (7)
protoze
w" = (eQWi/”)n = e*™ = cos(27) + isin(27) = 1. (8)
Z toho plyne, ze
wm=Dk — ,(mtDk =k = (n=Dk 9)
pro libovolné celé ¢islo k a tedy staci polozit @41 = G—mt1,.--,An—1 = G_1.

Vztah (3) nebo (4) se nazyva Diskrétni Fourierova Transformace. Formu-
lace (3) je vyhodnéjsi pii vysvétlovani motivace, ale v dalsim budeme za jeji
definici povazovat vztah (4). Zptisobem jejiho vypoétu se budeme zabyvat v
nasledujici kapitole.

Nyni jiz dokdZeme existenci rozkladu (1), (3) a (4), coz znamend, Ze pro
libovolnou posloupnost [Ay, ..., A,_1] komplexnich ¢isel existuje pravé jedna
posloupnost [ag, . . ., an,—1] redlnych ¢isel takova, ze pro né plati vztah (4). Pro
¢ =0,...,n—1sijako b, oznacime vektor [w®* % .. . w1V Vektory
[Ao, ..., Ap_1] vytvafeji n-dimenziondlni vektorovy prostor a sta¢i dokazat,
ze vektory by, ...,b,_1 v ném vytvareji bazi. Jelikoz je jich tolik, kolik je
dimenze prostoru, je dostatecné podle jedné ze zakladnich vét linearni algebry,
Steinitzovy véty o vyméné, dokazat ze jsou linedrné nezavislé a k tomu zase
staci dokazat, ze jsou na sebe kolmé, neboli Ze jejich skalarni soucin je roven
nule.

Ve vektorovém prostoru nad télesem komplexnich ¢isel je skalarni sou-
¢n dvou vektoru [£o,...,&n—1] @ [vo,...,Vn—1] definovan jako &g + -+ +
&n—1Vn—1, kde T znamenad ¢islo komplexné sdruzené k x. Z vzorce (5) plyne,
Ze komplexné sdruzené hodnota k e je e~** a tedy komplexné sdruzens hod-

nota k w” je w™*.
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Jak jsme ukazali vyse, je w™ = 1 a je zfejmé, Ze ¢isla w,w?,...,w" ! jsou

vsechna rizna od 1. Pokud tedy jsou 0 < 7,5 < n dvé cela c¢isla takova, ze
r # s, pak oznacime-li ¢ = w"~*, je skalarni soucin vektord b, a by roven

n—1 n—1 n

—1
E wkrw—ks _ § wk(r—s) -1 +q+q2 TS qn—l _ q - =0, (10)
k=0 k=0 -

protoze je ¢ # 1 a ze vzorce (8) plyne, 7e ¢" = w™("=%) = (W) =1""% =1,

Nakonec se podivame na posledni dulezity pojem - na inverzni diskrétni
Fourierovu transformaci. Je principialné jednoduché spocitat pomoci vztahu
(4) hodnoty Ay, jsou-li ddny hodnoty as, coz vlastné znamend ze znalosti
slozek spektra spocitat hodnoty studované funkce ve vzorkovacich bodech.
Opacnd tloha, tedy spocitat hodnoty a, tak aby platilo (4), jsou-li dany hod-
noty Ay, se muze zdat naopak velmi slozité - je to urceni spektra dané funkce.
Ukéazeme, ze ale tento problém - spocitani na inverzni diskrétni Fourierovy

Jiz jsme si ukézali (vztah (10)), Ze vyraz
P, = w0~rw70~5 NI w(nfl)v’wf(nfl)-s

je roven nule pro 0 < r;s < n takové, ze r # s. Jestlize je r = s, pak
whrw s = Wt (r=s) = ;0 = 1 pro kazdé ¢ a tedy P, =n.

Podivejme se nyni na vztah (4) jako na ndsobeni vektoru matici. Oznacime-
li totiz jako A sloupcovy vektor se slozkami Ao, ..., A,_1 a jako a sloupcovy
vektor se slozkami ay, . .., a,—1 a dale jako 2 matici, kterd ma v k-tém radku
a (-tém sloupci ¢islo w**, pak vztah (4) znamena, ze A = Qa. Nasim cilem je
najit matici Q! inverzni k ©, protoze pak bude a = Q"1 A.

Ukazeme nyni, ze je-li M matice, kterd ma v k-tém radku a ¢-tém sloupci
islo w™ ¢, pak Q! = %M Snadno se totiz zjisti, ze v k-tém fadku a /-tém
sloupci matice QM je &slo w0 7w =05 4 ... 4 =Dy —(n=1)s — Py oazvyse
uvedeného jiz okamzité plyne, ze QM je n-nasobek jednotkové matice, tedy
%M je opravdu inverzni k 2.

Z toho nakonec plyne, ze inverzni diskrétni Fourierova transformace vek-
toru [ag,...,a,—1], tedy Gloha nalézt vektor [Ay,..., A,_1] tak aby platilo
(4), je vyTeSena nasledujicim vzorcem:

1n—1
==Y A k=4¢,...,n—1 11).
ag nkz_o kW pro ’ ,n ’ ( )

s e v 2, . v —1 - , ~ — n —
Uvazi-li se, Ze n-t4 mocnina &isla w™! je také 1, protoze (w 1) =w "=

1/w™ = 1/1 = 1, pak aZ na déleni ¢islem n u inverzni transformace jsou
vypocty piimé a inverzni Fourierovy transformace prakticky stejné.



Kapitola 20

Rychla Fourierova
transformace

Scéna: Rychld Fourierova transformace

Pokud neznéte definici a aplikace diskrétni Fourierovy transformace a pre-
skocili jste predchozi kapitolu, kde se o nich jedna, doporucuji VaAm abyste si
ji nejprve prostudovali. Neni to sice nutné pro pochopeni algoritmu rychlé
Fourierovy transformace (FFT - Fast Fourier Transform), ale bylo by vhodné,
abyste védéli, proc¢ je uziteéné umét pocitat podivné vyhlizejici transformaci
a hlavné proc¢ je tfeba ji umét pocitat extrémné rychle.

Zde pouze uvedeme, Ze tloha je nésledujici: je ddn vektor (ag,...,an—1)
a je tieba vypoditat vektor (Ao, ..., A,—1) definovany takto

n—1
Ag :Zwk'jaj prok=0,...,n—1,
j=0

kde w je cislo takové, ze w™ = 1. Prikladem takového cisla je

w nebo w

_ 6271"£/n7 _ 67271'1'/71’

kde i = /—1 je imaginarni jednotka, takZe vyse ukdzany vzorec zahrnuje
vztahy (4) a (11) z predchozi kapitoly (az na déleni éislem n v (11)), tedy
pfimou i inverzni Diskrétni Fourierovu Transformaci.

Pro FFT je nutné predpokladat, ze dimenze n vektord je mocnina 2, coz z
praktického hlediska neni prili§ velké omezeni, $itka predstavovana mocninou

2 je v pocitacich béznd, ba da se Fici je témér pravidlem.
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V této scéné budeme zéapis diskrétni Fourierova transformace, vyplyvajici
z definice, upravovat az z ného dostaneme schéma rychlé Fourierova trans-
formace. Postup spoc¢iva v opakovaném provadéni nasledujici posloupnosti
kroki, které budete provadét knoflikem Krok:

Krok: Zadani

Prvni krok ukazuje definici diskrétni Fourierovy transformace v rozvinuté
maticové podobé a vypinatelné i jako vzorec. Dimenze vektoru je v rozumné
mife volitelnd (jako mocnina 2) na ovladaci, jako vychozi je voleno n = 8,
kterd jiz neni trividlni, ale stale umoznuje pouzivat dostatecéné velké fonty. ¢

Krok: Formdlni modifikace zaddni

Zatimco faktor w° (rovny 1) a exponent u w! nebyly v piedchozim kroku

zobrazovany, nyni jsou uvedeny v plné podobé. ¢

Krok: Rozdéleni sloupci

Sloupce se rozdélily na sudé a liché, coz je zndzornéno barvou. ¢

Krok: Premistént sloupcii

Sloupce se premisti tak, aby (ptivodné) liché byly separovany od (piivodné)
sudych. ¢

Krok: Vytknuti mocniny w
V k-tém Fadku zahrnuji viechny ¢leny v pravé poloviné mocninu w¥; jeji
vytknuti je nejprve naznaceno a potom provedeno. ¢

Krok: Klicovy krok

Nyni prichdzime k zdkladni tpraveé, zahrnujici fundamentéalni pozorovani
slouzici pro tpravu vzorct, jako jedind vyuziva vztah w™ = 1 a zptisobuje, ze
je FFT tak rychly algoritmus.

Podivame-li se na libovolny ¢len v horni poloviné schématu a ¢len, ktery se
nachdzi presné n/2 fadkt pod nim, pak exponenty w v téchto dvou ¢lenech se
lisi o celoéiselny nasobek ¢isla n. Mocnina w je totiz tvaru w**, kde k je éislo
radku, ve kterém se ¢len nachazi a jestlize ¢len byl puvodné v S-tém sloupci,
pak bud s = S, pokud S bylo sudé nebo s = S — 1, pokud S bylo liché. Cislo
s je tedy v kazdém pripadé sudé a rozdil indext radktd, ve kterych se nami
uvazované ¢leny nachézeji, je n/2. Rozdil exponentii je tedy sudy nasobek n/2
neboli celociselny nasobek n a staci si uvédomit, ze w™ = 1, neboli

ws.k _ ws~k . 15/2 _ ws~k . [wn]5/2 _ ws-k . wsn/2 _ ws(k+n/2)7

kde vlevo je mocnina w z horniho ¢lenu a vpravo je mocnina w z dolniho
¢lenu.
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V dolni ¢asti se proto exponenty ¢isla w zmeéni tak, aby se shodovaly s
exponenty w ve vyrazu nachazejicim se o n/2 fadkt vyse. Operace je nejprve
naznacena a poté provedena. Porovnejte si hodnoty exponentd pro nékteré
konkrétni dvojice ¢lent pred tpravou i po ni. ¢

Krok: Uprava zdpisu

Nasim cilem je nejen ukazat jak naprogramovat algoritmus FFT na ob-
vyklém pocitaci, ale také predvést layout jednoduchého a elegantniho obvodu,
ktery se pouziva pro jeji vypocet. Zatimco dosud byl zapis schématu ¢isté ma-
tematicky a kazdy fadek byl tvaru (...) +w¥(...), nyni se spoctou vyrazy v
zavorkach, popsané stale jako matematicky vyraz, ale tyto dvé hodnoty se
pfivedou na vstup dvou hradel, ktera nejprve druhy vstup vynasobi ¢islem
w¥a pak se obé hodnoty se¢tou. o

Krok: Porovnani SV a JV matice

Predchozimi tipravami se schéma vypoctu zménilo tak, ze prirozenym zpt-
sobem zahrnuje ¢ty¥i maticové bloky fadu n/2 x n/2: dva jsou horni (severni)
a dva dolni (jizni), ale sou¢asné je také mozno dva oznacit za levé (zapadni)
a dva za pravé (vychodni). Jak jiz bylo fe¢eno, SV a JV bloky jsou po pro-
vedenych upravach totozné; totéz plati i pro SZ a JZ bloky. Matice z prvni
dvojice jsou graficky zvyraznény; ovéite si jejich shodnost. ¢

Krok: Prekryti SV a JV matice

Jak jiz bylo uvedeno v predchozim kroku, SV a JV bloky jsou shodné a
to bylo nyni zduraznéno jejich prekrytim. Poznamenejme, ze applet i nadale
vykresluje na obrazovku oba bloky. To Ze je vidét jen jeden podtrhuje fakt, ze
se bloky vibec nelisi. ¢

Krok: Porovndni SZ a JZ matice

Jak jiz bylo feceno, SZ a JZ blok jsou také shodné. Pro usnadnéni porov-
nani jsou nyni graficky zvyraznény. ¢

Krok: Prekryti SZ a JZ matice

Podobné jako byly prekryty SV a JV, byly nyni prekryty i SZ a JZ blok.
Diagram vznikly po prekryti lze chapat dvojim zptsobem:
programatorsky jako schéma provadéni vypoctu a tok dat pfi ném, pricemz
se kazda hodnota uréend v pravé ¢asti uchova v paméti a pouzije dvakrat,
ale také inzenyrsky, kdy zelené ¢ary v diagramu predstavuji skuteéné vodice
(nebo jejich skupiny), které kazdy vystup z pravé ¢asti rozvadéji do dvou
ruznych mist, kde se pak nové sparované dvojice hodnot kombinuji sloupcem
dvojic hradel na n vystupnich hodnot. ¢
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Krok: Opakovdni rekurze

Dalsi dulezité pozorovani je, ze maticové bloky v SV a JV ¢asti schématu
predstavuji diskrétni Fourierovu transformaci vektoru polovi¢ni dimenze; v
horni ¢asti v bloku vzniklém piekrytim ptuvodnich SZ a JZ bloku se transfor-
muje vektor (ag,as,...,a,—2) a v dolni ¢asti vzniklé z SV a JV bloku vektor
(a1,a3,...,an-1).

K tomu stadi si uvédomit, ze pokud w” = 1, pak pro 9 = w? plati 9/2 = 1.
Proto je mozno ¥ = w? pouzit namisto ptivodniho w pro rychlou Fourierovu
transformaci vektoru dimenze n/2. Aby se predeslo zmatku s ¢isly w, ¥ a pod.,
pouzivame pro oznaceni ¢isla, jehoz m-t4 mocnina je 1 oznaceni w,,. Je tedy
nase ptivodni w ¢islem wy,, ¥ ¢islem w, /5 a plati trividlni vztahy

n/2 1.

2 _ n _
Wy =Wy, w, =1, Wy =

n

Pr1i dalsim pokracovani v apravé prejdeme zpét na prvni z vyse popsanych

krokii a opakujeme tipravy soucasné v obou blocich pro vypocet FFT vektori

dimenze n/2 soucasné a cyklus bude opakovan, dokud tlohu nepfevedeme na

n bloku provadéjicich transformaci vektoru dimenze 1, ktera je identickym
zobrazenim. ¢

Scéna: Velkd dimenze

Vyhoda velké rychlosti FFT se projevi tim vice, ¢im vétsi je dimenze
transformovaného vektoru (neboli ¢im vic pocitdte, tim vic uSetiite). Tato
scéna je v zasadé opakovanim predchozi, ale dimenze je zvySena na n = 64
(vétsi dimenze tvaru mocniny 2 jiz nardzeji u mensich obrazovek na problémy
s rozliSenim).

Pro n = 64 se jiz cleny ve vzorci zobrazuji jako pouhé tecky; kazda z nich
zahrnuje jedno ndsobeni mocninou w a (s vyjimkou levého sloupce) jeden
soucet. Z obrazku je vidét, ze pocet aritmetickych operaci, které maji byt
provedeny, je opravdu velky.

Knoflikem Krok se vypocetni schéma méni tak, jak odpovida celé jedné
iteraci postupu popisovaného v predchozi scéné. Po jednom kroku se tedy pre-
vede na dvé diskrétni Fourierovy transformace vektort dimenze 32, v dalsim
kroku na 4 transformace vektort dimenze 16 atd. az nakonec se ziska vysledné
schéma obvodu pro vypocet FFT.

I na vysledném obrazku kazda tecka predstavuje jedno nasobeni mocninou
w a jedno scitani. Je vidét, ze rozdil mezi poctem operaci, které by bylo nutno
provést pii vypocétu “podle definice” a po¢tem operaci podle FFT algoritmu je
obrovsky. I kdyz jsem piednasel o Fourierové transformaci po fadu let, tento
obrazek pro mne byl jednim z nejvétsich prekvapeni pii praci na Algovizi; do-
jem z grafického vyjadreni je podstatné ptisobivéjsi, nez pouhé konstatovani,
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Ze namisto 3969 s¢itani a 4032 nasobeni podle definice se pfi vypocétu podle
FFT provede pouze 384 scitani a stejny pocet nasobeni.

Zelené ¢ary ve schématu predstavuji pro inzenyra vodice, kterymi je nutno
propojit vystupy jednoho sloupce hradel s vstupy nasledujiciho sloupce hra-
del. Soustava vodi¢i mezi dvéma sloupci se da rozdélit do t¥i ¢asti: vodice
vodorovné, vodice, které jdou ve sméru JV-SZ a vodic¢e SV-JZ. Kazda sou-
stava je tvorena rovnobéznymi, tedy neprekryvajicimi se vodici a proto se pfti
vyrobé integrovaného obvodu daji rozdélit do tii vrstev, z nichz kazda je bez
krizeni, coz je z technologického hlediska piijatelné.

Na obrazku vodice zabiraji vétsi plochu nez samotna logicka hradla. To
neni ndhodné: je mozno dokézat, ze jakykoliv obvod pro vypocet diskrétni Fou-
rierovy transformace vyzaduje za predpokladu minimalni mozné vzdalenosti
vodi¢ii (coz byva konstanta vyplyvajici z pouzité technologie) zhruba stejnou
plochu vodici, jako je u zobrazovaného schématu, pokud pozadujeme, aby
mél obvod srovnatelnou rychlost. (Jinymi slovy, obvody s mensi plochou za-
biranou vodi¢i musi byt pomalé). Dikaz tohoto tvrzeni nem4 nic spoleéného
s vypocetni naroc¢nosti, ale je zalozen vyhradné na analyze toku dat.

Scéna: Paralelni vypocet

Pokud se vypocet FFT provadi na jednoprocesorovém pocitaci, pak pro
transformaci vektoru dimenze n je nutné provést nlog, n nasobeni a stejny
pocet s¢itani (jelikoz n je mocninou 2, je logaritmus celé ¢islo).

FFT se ¢asto pouziva pii zpracovani digitalniho signalu (akusticky, obra-
zovy, atd. ) v redlném Case a dimenze transformovanych vektortt mize byt
velmi velka. V takovém pripadé je vyhodné, ne-li pfimo nutné, provadét zpra-
covani paralelné.

Na schématu pro vypocet FFT je jasné vidét, ze vypocetni jednotky v
jednom sloupci operuji nad riznymi daty a proto mohou pracovat soucasné.
Zpracovani jednoho vektoru proto vyzaduje tolik dvojic paralelnich kroki,
kolik je sloupcii, tedy log, n a v kazdém z krokt je aktivni jeden sloupec, ve
kterém se nejprve soucasné provadi n ndsobeni mocninami w a potom soucasné
n s¢itani.

Stisknutim knofliku Paralelni vypocet se provede jednoducha animace,
znazornujici prichod dat obvodem pfi paralelnim vypoctu.

Scéna: Zretézeny viypocet

Pri zpracovavani digitalniho signalu se malokdy stane, Ze je transformovan
jediny vektor. Vektory obvykle pfichazeji v nepretrzitém proudu. Jak bylo vi-
dét v predchozi scéné, pii transformaci jednoho vektoru je v kazdém dvojkroku
predstavovaném paralelné provadénym nasobenim néasledovanym paralelnim
s¢itanim aktivni pouze jeden sloupec. Jakmile je jisty vektor zpracovan prv-
nim sloupcem, ktery je ve schématu zcela vpravo, a postoupi vlevo do dalsiho
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sloupce, je mozno v prvnim sloupci zacit zpracovavat dalsi vektor a necekat,
az prvni vektor bude zcela zpracovan a opusti obvod. Soucasné je proto v ob-
vodu mozno zpracovavat tolik vektori, kolik je sloupct, tedy logaritmicky po-
¢et (vzhledem k n), pfi¢emz vektory do obvodu vstupuji s ¢asovymi rozestupy
rovnymi dobé potiebné ke zpracovani vektoru jednim sloupcem vypocetnich
jednotek a prenosu k dalsimu sloupci. Navrh mtizeme provést i jemnéji tak,
ze kazdy sloupec zpracovava soucasné dva vektory: na jednom se provadi pa-
ralelni nasobeni mocninou w a na druhém s¢itani (a bylo by mozné uvazovat
i 0 zfetézeném provadéni operaci ndsobeni a s¢itdni). Vysledkem zfetézeni je
tedy mimoradna vypocetni vykonnost zafizeni, kde je kazda vypocetni jed-
notka vytizena na 100 %, datovy tok obvodem je ptitom velmi jednoduchy a
prehledny.

Stisknutim knoflikti v ovladadi Zretézeny vypocet je mozno spustit nebo
krokovat jednoduchou animaci, ve které po sobe postupujici vektory jsou na-
vzéjem odliseny barvou podkladového obdélnika. Je mozno zvolit pristup, kdy
vypocetni jednotka je povazovana za nedélitelny blok, i pfistup, kdy kazdy
sloupec zpracovava soucasné dva vektory - jeden v nasobickach a druhy, ktery
postupuje pred nim, ve scitackach.



Cast V

Geometrické algoritmy
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Cilem této ¢asti je ukdzat zpusoby fFeseni dvou tloh, které spadaji do
vypocetni geometrie. I kdyz obé tlohy je mozno uvazovat pro body v roving,
tfidimenzionalnim prostoru nebo i prostorech vyssi dimenze, zde se omezime
na rovinu, protoze v obou pripadech je z vypocetniho hlediska velky rozdil
mezi dimenzi 2 a dimenzi vétsi nebo rovnou 3 a ve vicedimenzionélni varianté
by problémy byly prili§ tézké a jejich vyklad prilis obsahly.

Prvni tloha je urceni konvexniho obalu mnoziny bodt v roviné. Jedna se o
jednu ze zdkladnich tloh vypocetni geometrie a také o jednu z nejjednodussich
uloh. Tvar feSeni si na obrazku kazdy snadno predstavi a vypocetni postup,
ktery ukazeme, je také velmi jednoduchy a rychly. Netrivialni je pouze ukazat,
ze pocet kroki, které algoritmus provede je timérny velikosti mnoziny bodt,
jejiz konvexni obal konstruujeme.

Druhé tloha je naopak slozita jak na predstavivost, tak i vypocetné. Jedna
se o nalezeni Voroného diagramu mnoziny bodii v roviné (tyto body se tra-
di¢né oznacuji jako mista). Jde o to, kazdému mistu prifadit mnozinu bodt
roviny, z nichz je do daného mista blize nez do ostatnich mist zadané mno-
ziny. Uz tloha nakreslit ru¢né Voroného diagram pro 5-6 mist neni viibec
jednoduchd a zrovna tak je slozity i algoritmus, ktery je mozno pouzit pro
feSeni obecného pripadu. Bude popsan Fortunav algoritmus, ktery je zalozen
na elegantni algoritmické myslence; opomineme dalsi algoritmy jako je inkre-
mentalni algoritmus, ktery zacne s diagramem pro 3 mista a postupné pridava
dalsi a diagram piislusnym zptisobem upravuje nebo algoritmus typu “rozdél
a panuj”, ktery rekurzivné najde diagramy pro levou a pravou polovinu dané
mnoziny mist a pak z nich kombinuje Voroného diagram celé mnoziny. Uka-
zany jsou také nékteré aplikace Voroného diagramu.






Kapitola 21

Konvexni obal bodu roviny

Mnozina M v roviné nebo obecnéji v libovolném n-dimenzionalnim Euklidov-
ském prostoru se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body mnoziny
M lezi v této mnoziné i tsecka, kterda dané body spojuje.

Primik libovolného (tedy i nekoneéného) souboru konvexnich mnoZin je
zjevné také konvexni. Je-li ddna mnozina A n-dimenzionalniho Euklidov-
ského prostoru, pak prinik vsech konvexnich mnozin, které obsahuji A je tedy
nejmensi konvexni mnozina, obsahujici mnozinu A. Tento prunik se nazyva
konvexni obal mnoziny A.

V celé této kapitole se soustfedime na hledani konvexniho obalu konecné
mnoziny v roviné, protoze urcovani konvexniho obalu v prostorech vyssi di-

vvvvvv

Scéna: Uvod
Tato scéna je jen ilustraci konvexniho obalu mnoziny ¢erné nakreslenych
boda, kterym budeme ve zbytku kapitoly fikat mista. Postupte dale.

Scéna: Zaddni

Zadanim pro vypocet je v této kapitole koneénd mnozina bodu roviny,
které budeme nazyvat mista. Mnozinu mtzeme meénit. Jednou moznosti je
vygenerovat novou ndhodnou mnozinu, jejiz pocet prvki je dan ¢islem na
ovladaci. Mista jsou znazornény pomoci ¢ernych kolecek se stredy v zobrazo-
vanych bodech. (V nékterych dalsich scénich bude pro néktera mista pouzi-
véna i ed4 barva).

Dalsi mozZnosti je zména mnoziny mysi. Pii volbé MyS neaktivni je tato
moznost vypnuta. Je-li zvoleno Vlozit misto, pak klepnutim mysi mimo
stévajici mista prida dalsi misto. Pti volbé Vynechat misto se po klepnuti
mys$i na existujici misto toto misto vynecha. Nakonec pfi volbé Pohyb Mista
je mozno Misto zachytit mysi a pohybovat jim.

231
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Scéna: Konvexnt obal

V této scéné se po klepnuti na knoflik Obal zadand mnozina zobrazi i se
svym zluté vybarvenym konvexnim obalem. Knoflik Zpét vrati zpét vstupni
mnozinu bez obalu. Mnozinu je mozno ménit, jak bylo popsano v predchozi
scéné a divat se, jak se méni jeji konvexni obal. Obzvlasté zabavné je tdAhnout
nékteré z mist mysi po celé obrazovce.

Hranice neprazdné omezené uzaviené konvexni mnoziny M v roviné (tedy
mnozina bodu, které patii do M, ale bezprostfedné sousedi i s body mimo
mnozinu M) je uzaviend kiivka a jedné-li se o konvexni obal kone¢né mnoziny,
pak je to konvexni mnohothelnik, jehoz vrcholy patfi do mnoziny M. Hranice
konvexniho obalu znazornéného na obrazovce je obtazena ¢ernou carou.

Mista, ktera jsou prvky konecné mnoziny M je mozno rozdélit do dvou
Casti: mista, které lezi uvnit¥ konvexniho obalu a mista, které lezi na hranici
konvexniho obalu.

Mista uvnitf konvexniho obalu zde i v dalsich scénach kreslime tmavé
Sedou barvou, mista na hranici zistanou ¢erné.

Scéna: Orientace hranice

Jak jsem jiz uvedl v minulé scéné, hranice neprazdné omezené konvexni
mnoziny v roviné je uzaviend kiivka, a proto je mozno ji orientovat ve sméru
nebo proti sméru hodinovych rucicek. V této scéné bude hranice konvexniho
obalu obtazena zelenymi Sipkami s orientaci ve sméru hodinovych rucicek.

Orientace hranice konvexniho obalu kone¢né omezené mnoziny M auto-
maticky dava i cyklické usporadani téch mist mnoziny M, které lezi na hranici
obalu. Pro jednozna¢nost je budeme psat tak, aby jako posledni (zcela vpravo)
bylo uvedeno misto s nejvétsi z-ovou soutradnici (a je-li jich vice, pak ten s
nejvétsi y-ovou souradnici).

Cyklické usporadani mist lezicich na hranici je velmi tisporny popis konvex-
niho obalu, ktery pfitom poskytuje pfimo nebo jen na zakladé nenaroc¢nych
Gprav vétsinu informace, ktera je obvykle o konvexnim obalu vyzadovana.
Budeme jej proto povazovat za konecny vysledek vypoctu.

V této scéné jsou mista mnoziny ocislovana a cyklické usporadani dané
orientaci je uvedeno (vypinatelné) v spodni ¢asti obrazovky.

Zkuste si znovu pohybovat nékterym mistem v okné nebo jinak meénit
mnozinu, jejiz konvexni obal a cyklické usporadani hranice je znazornéno.

Scéna: Inkrementdlni algoritmus

Algoritmus pouzity k vypocétu je inkrementalni. Predpokladd, Ze mista
vychozi mnoziny jsou srovnany do posloupnosti z1, x2, ..., x, tak, aby jejich
zr-ové souradnice predstavovaly neklesajici posloupnost a postupné vytvari
konvexni obal mnoziny {z1,...,2;} pro k = 3,...,n tim, Ze nejprve vytvori
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trojuhelnik s vrcholy x1, x2 a x3 s patfi¢nou orientaci hranice a pak vzdy
konvexni obal mnoziny {z1,...,z,_1} doplni pfipojenim mista x; na obal
mnoziny {x1,..., 2 }. Zkuste si vypocet krokovat v téchto hrubych krocich.

Scéna: Postup vypoctu

Nyni si zkuste vypocet krokovat jesté jednou. Tato scéna ukazuje detailné,
jak rozsifit konvexni obal o dalsi misto vychozi mnoziny.

Usek vypoétu zahrnujici rozsifovani konvexniho obal o dal$i misto u vy-
chozi mnoziny budeme nazyvat faze vypoctu a pravé pridavané misto se bude
nazyvat vedouct misto faze.

Faze zacina nasledujicim krokem:

Krok: Priddni nového mista

Kiivka obihajici hranici se rozsifi o nové misto tak, ze z posledné pridaného
mista jde do nové pridaného mista, vraci se zpét a pak jiz pokracuje starym
zpisobem. Po tomto kroku je hraniéni k¥ivka degenerovand (z nové piidaného
vedouciho mista faze se vraci po stejné dréze, jako se do ného dostala) a
mnozina, kterou kfivka nyni ohranic¢uje pochopitelné neni konvexni a cilem
nasledujicich kroki je ji na konvexni doplnit. ¢

Doplnéni kiivky z predchoziho kroku na hranici konvexniho obalu se pro-
vede provadénim rozsireni obalu nejprve ve sméru hodinovych rucic¢ek a potom
proti sméru hodinovych rucicek.

Rozsirovani obalu ve sméru hodinovych rucicek sestava z opakovaného
provadéni nasledujicich dvou kroki:

Krok: Urceni uhlu ve sméru hodinovych rucicek

Oznac¢me si jako u vedouci misto faze. Déle oznacme jako v a w mista
krivky, které za nim nasleduji na kfivce ve sméru hodinovych rucicek. Mista
jsou na obrazovce nakresleny barevné - u tmavé modfe, v ¢ervené a w tmavé
zelené.

Ur¢ime thel, o ktery se musi polopfimka v — u (zaéinajici v ¢erveném
misté v a prochdzejici modrym mistem u) oto¢it okolo svého pocatku ve sméru
hodinovych rucicek, aby splynula s polopfimkou v — w.

Namisto tohoto komplikovaného slovniho vykladu se radéji podivejte na
animaci, popisovany thel je zobrazen ¢ervené, pokud je mensi nez 180 stupnt
a modre, pokud je vétsi nebo roven 180 stupni.

Je-li tihel uréeny v predchozim kroku modry, neboli vétsi nebo roven 180
stupnt, pak rozsitovani obalu ve sméru hodinovych ruci¢ek konci a provede se
skok na rozsifovani obalu proti sméru hodinovych ruciéek. V opa¢ném pripadé
se pokracuje nasledujicim krokem elementarniho rozsifeni obalu. ¢
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Krok: Elementdrni rozsireni obalu ve sméru hodinovych rucicek
Trojuhelnik urcéeny misty u, v, w pfida k vytvarenému konvexnimu obalu a
soucasné s tim misto v pfestane lezet na hrani¢ni kiivce na tseku z vrcholu u
do vrcholu w. Poté se skoc¢i zpét na krok urcovani thlu ve sméru hodinovych
rucicek. o
Po ukonceni krokd ve sméru hodinovych ruci¢ek se provadéji obdobné
kroky proti ve sméru hodinovych rucicek

Krok: Uréeni uhlu proti sméru hodinovych rucicek

Oznacme si jako u vedouci misto faze. Dale ozna¢me jako v a w mista,
kterda potkame, jdeme-li po kfivce z mista u proti sméru hodinovych rucicek.
Mista jsou na obrazovce nakresleny barevné - u tmavé modfe, v ¢ervené a w
tmavé zelené.

Uréime thel, o ktery se musi polopiimka v — u (zacinajici ve w a proché-
zejici mistem u) otoéit okolo svého pocatku proti sméru hodinovych rucicek,
aby splynula s polopfimkou v — w.

V animaci je zase popisovany uhel je zobrazen cervené, pokud je mensi
nez 180 stupnt a modie, pokud je vétsi nebo roven 180 stupmd.

Je-li tthel modry, faze konci a zlutd mnozina je konvexnim obalem dosud
zpracovanych mist. Pokud je thel ¢erveny, pokracuje se nasledujicim elemen-
tarnim rozsifenim obalu. ¢

Krok: Elementdrni rozsireni obalu proti sméru hodinoviyjch rucicek

Trojuhelnik uréeny misty u, v, w ptrida k vytvarenému konvexnimu obalu
a soucasné s tim misto v prestane lezet na hrani¢ni kiivce. Poté se skoc¢i zpét
na krok urcovani thlu proti sméru hodinovych rucicek. ¢

V dalsim budeme ¢ervenému vrcholu v z kroku urcovani thlu fikat pivot
kroku.

Scéna: Datovd struktura

Jak bylo jiz uvedeno, pro popis konvexniho obalu mnoziny pouzivame po-
sloupnost mist mnoziny lezicich na hranici jejiho konvexniho obalu a to v
cyklickém usporadani, které dostaneme pti obéhu hranice ve sméru hodino-
vych rucicek. Zapis je volen tak, ze kon¢i nejvychodnéjsim mistem konvexniho
obalu a pokracuje ve sméru hodinovych rucic¢ek dalsimi misty mnoziny v cyk-
lickém usporadani.

Tato scéna umoznuje krokovat uréovani konvexniho obalu v hrubych in-
krementacnich krocich i detailné a pfitom na spodni strané obrazovky je na-
pséna posloupnost mist zminénda v predchozim odstavci. Mista mnoziny jsou
oCislovany pro identifikaci v hrani¢ni posloupnosti. Barva pozadi prvkia cyk-
lické posloupnosti sleduje pti urc¢ovani thla zménu barvy odpovidajiciho mista
mnoziny, jejiz obal hledame.
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Je vidét, ze operace pridani nového mista spociva v prekopirovani dosa-
vadniho posledniho prvku posloupnosti také na zacatek a pak pridani nového
mista na konec posloupnosti. Operace elementarniho rozsifeni obalu spociva
ve vynechéni prvniho prvku posloupnosti (pfi postupu ve sméru hodinovych
ruci¢ek) nebo ptredposledniho prvku (pfi postupu proti sméru hodinovych ru-
¢icek).

Zkuste si vypocet krokovat a sledovat zmény posloupnosti. Pfed zapocetim
vypoctu nebo po jeho dokonceni je mozno mnozinu i ménit a sledovat jak se
v navaznosti na to méni popis konvexniho obalu.

Scéna: Slozité priddni mista

Nakonec se budeme zabyvat vypocetni slozitosti algoritmu (pfedpoklada-
jice, ze mista jsou setiidéna podle z-ové soufadnice). Uvodni trojihelnik se
zkonstruuje snadno v konstantnim case a pak nasleduje n — 3 inkrementacnich
fazi, kdy v kazdé rozsifime konvexni obal o jedno misto z vychozi mnoziny.
Nyni jde o to, jak dlouho trvéa jedna inkrementacni faze, tedy o to, kolikrat v
jedné fazi provadime urcovani thlu sevieného polopfimkami a piipadné zvét-
Seni oblasti.

V této scéné zacindme vypocet “z prostiedka”’, presnéji feceno jsme na
pocatku posledni faze. Je jiz urcen konvexni obal vSech mist s vyjimkou jed-
noho, toho ktery se nachdzi na pravé strané obrazovky, a v této fazi dosud
sestrojeny obal budeme rozsifovat na obal celé mnoziny.

7 této konfigurace si krokujte vypocet. Uvidite, ze v tomto piipadé pocet
krokiu v jedné fazi je takika rovny poctu mist mnoziny. Posledni faze tedy pro
danou mnozinu mist trva velmi dlouho.

Zkuste se v predvadéném pripadé vratit na zacatek a uvidite, ze predchozi
faze byly velmi kratké. To neni ndhoda; jak uvidime v néasledujici scéné, urceni
hlta se v celém vypoctu provede nejvyse 4n, kde n je velikost mnoziny, ale
(jak jsme pravé vidéli) délka fazi muze silné kolisat.

Dobry casovy odhad tedy nedostaneme tak, ze bychom maximalni ¢asovy
odhad pro jednu fazi vynasobili po¢tem fazi. Jak nejlépe odhadnout pocet
kroki algoritmu uvidime v nasledujici scéné.

Scéna: Vypocetni sloZitost algoritmu

Je jasné, ze pocet fazi vypoctu je roven velikosti vstupni mnoziny.

Operace ptidani nového mista (viz scéna Postup vypoctu) se v kazdé fazi
provede jen jednou a trva konstantni ¢as. Celkové tedy pridavani nového mista
zabere béhem celého vypoctu ¢as imérny velikosti vstupni mnoziny.

Algoritmus déle opakuje kroky uréeni thlu a pfipadného elementarniho
rozsifeni obalu. Jak bylo ukézano v predchozi scéné, pocet opakovani tohoto
dvojkroku mize byt v jedné fazi velky a proto ur¢ime pocet opakovani téchto
dvojkroku za cely vypocet dohromady.
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Pouzijeme k tomu jako v fadé jinych algoritmt vhodného tcetnictvi. Kaz-
dy vrchol bude mit sviij ucet, na zac¢atku vypoctu nulovy. Po provedeni kaz-
dého dvojkroku bude pri¢tena jedna jednotka na ucéet nékterého vrcholu a
nakonec pocet provedenych dvojkroktu dostaneme tak, ze se¢teme ucty vsech
vrchold.

Dokazeme, ze nasledujici zpusob uctovani zpusobi, ze na konci vypoctu
nebude mit zadny vrchol na Gétu vice nez 4:

e urceni thlu, kdy urceny thel je vétsi nebo rovny 180 stupnd (modra
vyse¢ - tedy bez nasledného elementarniho rozsifeni obalu), se pri¢ita
na ucet vedouciho mista faze (nejvice vpravo z uvazovanych mist - tmavé
modré misto u);

e urceni thlu, kdy urceny thel je mensi nez 180 stupit (¢ervend vysec
- tedy s néslednym elementarnim rozsifenim obalu), se pri¢ita na tcet
pivotu kroku (Gerveny vrchol v).

V kazdé fazi se modra vyse¢ objevi jen dvakrat, protoZe jeji prvni vyskyt
kon¢i postup ve sméru hodinovych rucic¢ek a jeji druhy vyskyt konci postup
proti sméru. Kazdy vrchol je vedoucim vrcholem faze jen v jedné fazi a proto
kazdy vrchol bude na konci vypoctu mit na svém uctu jen dvé jednotky za
modré vysece.

Jestlize se vrcholu pricte jedna jednotka za Cervenou vyse¢ jako pivotu
kroku postupujiciho ve sméru hodinovych rucicek, pak se tento vrchol vzdali
od spodni ¢asti hrani¢ni kfivky béhem pridani trojuhelnika uréeného vedou-
cim vrcholem faze, uvedenym pivotem a nasledujicim (tmavé zelenym) vr-
cholem k budovanému konvexnimu obalu. Takovy vrchol se ale jiz nikdy vice
nemiuze stat pivotem v kroku urcovani tthlu ve sméru hodinovych rucicek. Z
toho plyne, ze kazdy vrchol mize mit na svém uctu jen jednu jednotku za roli
pivota v kroku provadéném ve sméru hodinovych rucicek.

Podobné jestlize se vrchol stane pivotem kroku provadéného protismérné,
vzdali se od horni ¢asti hraniéni kiivky a proto se jiz nikdy nemuze stat
pivotem v zadném nésledujicim kroku provadéném proti sméru hodinovych
rucicek. Za roli pivota v protismérném kroku muze tedy kazdy vrchol dostat
také nejvyse jednu jednotku.

Tim je dokazano, ze pocet dvojkrok® bude za celou dobu vypoctu nejvyse
4n. Jak jsme videéli, nékteré faze mohou trvat velmi dlouho, ale z toho, co bylo
feceno, plyne, Ze je to vykompenzovano tim, ze jiné faze budou zase kratsi
nez prumeérny pocet 4 dvojkroky.

V této scéné jsou u jednotlivych mist nakresleny jejich ucty; sledujte po-
drobné, jak se stavy uc¢tt méni v souladu s vysSe provedenymi tivahami.

Je také mozno prepnout do médu, kdy se stav i¢tu nezobrazuje numericky,
ale malymi ¢ervenymi kolecky (mincemi), které jsou modré nebo ¢ervené podle
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toho, zda byly pridany na ucet v kroku, ve kterém byla urcend thlova vysec
modra nebo Cervena. Pak je dobfe vidét, Zze misto dostane na svij ucet dveé
modré mince v dobé, kdy je vedoucim mistem pravé probihajici faze, a pak
nejvyse dvé cervené mince v krocich, ve kterych je pivotem.

Odhad by bylo mozno jesté trochu vylepsit: mista, ktera dostanou na svij
acet dvé cervené mince, se vzdali od horni i dolni ¢asti hranice obalu a do-
stanou se tedy dovniti konvexniho obalu zpracovavané mnoziny. Mista, ktera
budou na konci na hranici konvexniho obalu proto budou mit na svém tuctu
nejvyse 3 mince - nejvyse dvé modré a nejvyse jednu ¢ervenou. Pocet prove-
denych dvojkrokt tedy bude celkem za cely vypocet nejvyse 4n minus pocet
mist, které ziistanou na hranici obalu.

Aby se pridavani minci na ucty lépe sledovalo, je vzdy posledné ptridand
mince (tedy mince pfidand za pravé provadénou akci) graficky zvyraznéna.
Toto zvyraznovani ale je také mozno na ovladaci vypnout.






Kapitola 22

Voroného diagram bodu
roviny

Scéna: Mista

Na obrazovce jsou ¢ernymi kolecky znazornény body v roviné, které bu-
deme nazyvat mista. Mnozina mist predstavuje vstupni data pro hledani Vo-
roného diagramu. V této scéné si jenom ukazeme, jak se vstupni mnozinou
mist manipulovat.

Zde i ve vétsiné nasledujicich scén je mozno vytvorit novou mnozinu mist
knoflikem Novy vstup, jeji velikost se miize nastavit v poli vedle navésti
N=. Ve scénach, kde jsou pristupné, mohou byt pouzity knofliky Zvétsi a
Zmensi pro zoomovani obrazu, které mnohdy prinese zajimavy novy pohled
na celkovou konfiguraci.

Na ovladadi je také volba funkce mysi (pouzitd i v nékterych dalsich scé-
nach)

Volba Pohyb diagramem: Mysi je mozno posouvat rovinu, ve které se na-
chazeji mista a Voroného diagram.

Volba Pohyb mista: Mysi je mozno zachytnout misto a tdhnout jej libovolné
v okné (vypocetné naroéna operace, pocita¢ ¢asto nestiha).

Volba Pfidani mista: Klepnuti mysi do prazdné ¢asti obrazovky se vytvori
nové misto.

Volba Vynechani mista: Klepnutim mysi na existujici misto se toto vymaze.

Scéna: Voroného diagram

Tato scéna ukazuje Voroného diagram pro zvolenou mnozinu mist. Kolem
kazdého mista se nachéazi oblast ve tvaru konvexniho mnohothelnika, ohrani-
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¢eného Cernymi carami. Nékteré z hrani¢nich ¢ar jsou tisecky konecné délky,
jiné jsou polopiimky.

Vyjimeéné se muze stat, ze hranici je pfimka (pak je oblasti polorovina)
nebo 2 rovnobézné piimky (pak je oblasti nekone¢ny pas), ale je-li mist vice
nez 2, je to mimoradné nepravdépodobné. Tyto situace budou ukazany ve
scéné zabyvajici se degenerovanymi pripady.

Body roviny se rozdéli do nékolika kategorii:

e Vnitiek oblasti kolem mista s je tvofen témi body roviny, ze kterych je
do mista s blize nez do libovolného jiného mista z uvazované mnoziny.

e Body, které lezi na hranici oblasti prislusnych mistim s; a so, jsou
vétsinou ty body, ze kterych je do s1 a so stejné daleko a pritom blize
nez do jakéhokoli jiného mista. Takové body lezi na délicich tseckach,
poloptrimkach nebo primkach, ale nejsou jejich koncovymi body.

e Dale jsou v diagramu body, které lezi soucasné na hranici oblasti tii
riznych mist s1, s2 a s3. Tyto body jsou stejné vzdaleny od vsech tii
mist s1, s2 a s3 a pritom jsou jim blize nez libovolnému dalsimu mistu.
Jedna se o koncové body délicich tsecek a polopfimek.

e Obecné se mohou vyskytnout i body x, které maji ¢tyfi nebo vice nej-
blizsich mist. Tento pfipad je ale u ndhodné zvolené mnoziny mist velmi
nepravdépodobny: bod z by byl na hranici alesponi ¢tyt oblasti (jako
¢tytbod Four Corners na hranici Arizony, Colorada, Nového Mexika a
Utahu v USA) a jeho nejblizsi mista by musela vSechna lezet na kruz-
nici se stfedem v x. Takovéto a dalsi mélo ¢asté degenerované pripady
rozebereme podrobnéji dale.

Body, které jsou na hranicich tii nebo vice oblasti se nazyvaji Voronéeho
body.

Ménte soubor mist jejich posunem, pridavanim a vynechavanim a pozo-
rujte, jak se diagram méni.

Scéna: Fortunuv algoritmus

Tento applet ukazuje, jak se Voroného diagram nalezne algoritmem, ktery
popsal S. Fortune. Algoritmus bude také v pristich dvou scénach vykladan v
3D nékresu. Abych predesel moznym nedorozuménim tykajicich se sméru “na-
horu” a “doli”, budu horni ¢ast obrazovky zasadné oznacovat jako “severni”
a dolni ¢ast obrazovky jako “jizni”, uzivajice konvenci béznou v kartografii.
Pojem “horni” a “dolni” budu pouzivat jen v 3D representaci, kdy predpo-
kladam, ze se na situaci divame shora a proto “horni” bude znamenat “blize
k pozorovateli” a “dolni” bude “déle od pozorovatele.”
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Fortuniiv algoritmus je typu “sweep line” (zametaci piimka). V této scéné
se po chvili objevi na obrazovce primka, kterd “zameta” rovinu od jihu k
severu a v kazdém okamziku ukazuje Voroného diagram pro body, které uz
byly zametaci primkou dosazeny - presnéji feceno tu ¢ast tohoto diagramu,
ktera se jiz nebude ménit a ziistane ve své podobé jako soucast vysledného
diagramu celé mnoziny mist. Zametaci pfimka neni ve skutecnosti explicitné
nakreslena, ale je dana pohybujicim se rozhranim mezi tmavou a svétlou ¢asti
roviny.

Béh algoritmu je mozno zastavit knoflikem Stj a znovu spustit knoflikem
Vpried a nebo jej pustit pozpatku knoflikem Vzad. Je také mozné skocit na
konec vypoctu knoflikem Konec nebo se vratit na za¢atek knoflikem Zaéatek
a knoflikem Vpred nebo Vzad znova algoritmus spustit. Zametaci primkou
je také mozno pohybovat mys$i: pfi zmacknuti mysi mimo ovlada¢ zametaci
ptrimka skoci tak, aby prochazela bodem, kde bylo mysi klepnuto a pt¥i pohybu
mysi pfi stisknutém knofliku mysi se bodu uré¢eného kurzorem drzi.

V jisté vzdalenosti na jih od zametaci pfimky se objevuje ¢ervené nakres-
lena ¢ara, ktera se pro svuj tvar v anglické literature oznacuje jako “beachline”
- pobfezni ¢ara. Jak je vidét, Voroného diagram je kreslen jen v oblasti na
jih od pobfezni ¢ary. Je to proto, Ze (jak ukdZeme déle) tvar vysledného di-
agramu v oblasti na jih od pobfezni ¢ary je jednoznacné dan misty, které uz
byly “zameteny” zametaci pfimkou, zatimco v oblasti mezi pobfezni ¢arou
a zametaci pfimkou muze byt ovlivnén misty, které jesté zametaci primkou
dosazeny nebyly. Pochopitelné v oblasti na sever od zametaci pfimky jesté
také neni mozno urcit, jak vysledny diagram bude vypadat.

P1i podrobnéjsim zkoumaéani zjistime, Ze pobfezni Cara je sloZzena z Fady
obloukt (jak dale uvidime, jsou to ¢asti parabol) a body, ve kterych se tyto
oblouky setkavaji, kresli Voroného diagram. Pro¢ tomu tak je uvidime v néa-
sledujicich scénéch.

Scéna: Kuzely

Tato scéna prinasi alternativni pohled na situaci, ktera byla popsana v
predchozich scénach. Prinasi pohled, ktery muze velmi usnadnit chapani al-
goritmické myslenky Fortunova algoritmu, ale nékterym ctendftm naopak
pusobi obtize, protoze vyzaduje prostorovou predstavivost a schopnost si vy-
tvorit tiidimenzionalni obrazek na zakladé dvoudimenzionalniho nacértu. Je-
likoz neni bezpodminec¢né nutna pro vyklad algoritmu, je mozno ji preskocit
a po pripadé se k ni vratit pozdéji, i kdyz si myslim, Ze pochopeni algoritmu
usnadnuje a prohlubuje.

Zobrazeni této scény je vypocetné naroc¢né, muze se proto stat, ze pri jejim
kresleni a prekreslovani bude dochéazet k prodlevam.

Scéna znazornuje stejnou situaci jako scény predchazejici, ale znazornénou
nikoli v roviné, nybrz v tfidimenziondlnim prostoru. Rovina, ve které se na-



242 KAPITOLA 22. VORONEHO DIAGRAM BODU ROVINY

chazi mista, jejichz Voroného diagram hledame, je vnorena do 3D prostoru.
MizZeme si predstavovat, ze tato rovina je vodorovna a divame se na ni shora.
Predpokldadame, ze se divame z takové dalky, ze jevy souvisejici s perspekti-
vou byly potlaceny a na obrazovce je rovnobézny vertikalni primét do roviny
obsahujici mista.

Z kazdého mista je spustén rotac¢ni kuzel, ktery je vystinovan jakoby na néj
dopadalo zleva svétlo. Spadnice kuzeli maji tihel 45 stupit. Celd situace tedy
znazornuje pohori, ve kterém hory maji pravidelny a shodny tvar a jejich
vrcholy (nase mista) jsou ve stejné vysce. Pii pohledu shora pochopitelné
kuZely nevidime celé, nebof se navzajem prekryvaji; z kazdého kuZelu vidime
tu ¢ast, kterd shora neni zakryta jinym kuzelem.

Pohybem mysi nahoru a dolu se stisknutym levym knoflikem je mozno
pohoti naklapét - naklopte jej tak, abyste se na néj divali z boku. Pohybem
mys$i zleva doprava se pohofim otaci. (Pohofi neni zobrazeno celé, ale jen jeho
vytez, ktery byl v okné vidét pti vertikalnim pohledu; pfi testovani vétsina uzi-
vatell tento zptisob povazovala za lépe srozumitelny). Knoflikem Vertikalni
je mozno vse vratit do vychozi polohy.

Klepnéte nyni pravym knoflikem mysi na libovolny bod na kuzZelové plose.
Objevi se pravouhly rovnoramenny trojihelnik, ktery mé kazdou stranu jiné
barvy (pokud vidite jen ¢ervenou ¢aru nebo je trojuhelnik velmi tizky, natocte
si pohot{ tak, aby byl 1épe vidét). Zelené nakreslend prepona trojihelnika
ukazuje sestup z vrcholu kuzele, na jehoz viditelné c¢asti zvoleny bod sedi,
po spadové piimce kuzele do zvoleného bodu. Cervend odvésna je primét
zeleného sestupu do vodorovné roviny, ve které lezi vrcholy kuzelt (neboli
vychozi mista). Nakonec zlutd odvésna ukazuje, jak hluboko je zvoleny bod
pod rovinou vrchola kuzeld. Trojtuhelnik je pravouhly, protoze zlutd odvésna
je kolma na rovinu mist a tedy i na ¢ervenou odvésnu, a jelikoz spadové primky
kuzeld klesaji pod 45 stupni, je také rovnoramenny.

Pohybujte kurzorem se stisknutym pravym knoflikem mysi, abyste troju-
helnik vidéli v riznych polohédch, poptipadé si (se stisknutym levym knoflikem
my$i) mizete pohoti vhodné naklopit, aby trojthelnik byl dobfe viditelny. Na-
konec prevedte pohoii do zékladni polohy (napfiklad knoflikem Vertikalni)
abyste si ovérili, ze to co v této poloze vidite jako spojnici vrcholu kuzele a
zvoleného bodu je ve skutec¢nosti primét jejich skuteéné spojnice v prostoru.

Asi jste si v8imli, Ze pokud se pii pohybu zvolenym bodem dostanete tam,
kde se protinaji viditelné ¢asti dvou kuzeld, objevi se trojihelniky dva (a ve
Voroného bodech se mohou objevit i t¥i). Nastavte zvoleny bod tak, aby lezel
na pruseciku dvou kuzelovych ploch a natocte pohoii tak, abyste mohli troj-
thelniky dobfe pozorovat. Oba trojuhelniky jsou pravothlé a rovnostranné a
navic maji spoleénou zlutou odvésnu. Z toho okamzité plyne, Ze jsou shodné
a tedy maji také stejné dlouhé zelené prepony a pro nas je dulezité, ze maji
stejné dlouhé i cervené odvésny. Pretocite-li nyni pohoti do zakladni polohy,
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ve které je sledujeme svisle shora, pak délky shodnych cervenych odvésen
udévaji vzdélenosti ze zvoleného bodu do vrchola kuzelu, jak se jevi v ro-
vinném prumétu. Tim je dokédzano to, co vam uz je jisté delsi dobu jasné:
promitneme-li si priseciky viditelnych ¢asti kuzelt do vodorovné roviny obsa-
hujici vrcholy kuzelti, dostaneme Voroného diagram mnoziny vychozich mist
(vrcholu kuzeld).

Pokud nechcete, aby byl zobrazovan trojthelnik (nebo trojtahelniky), zrus-
te na ovladaci zaskrtnuti Trojahelnik. Vratite-li funkci Trojahelnik zpét,
je tfeba nékam klepnout pravym knoflikem mysi, aby se trojuhelnik znovu
objevil.

Scéna: Zametact rovina

Predstavme si nyni, ze pohoti z minulé scény je “zametano”, ale nikoliv
pfimkou, nybrz rovinou, ktera je sklonéna pod thlem 45 stupni (z roviny je
zde nakreslen jen obdélnikovy vytez). Hory (nebo jejich ¢asti), které jsou pod
rovinou, jsou znazornény ruznymi odstiny modré, zatimco ¢asti, které se za
chvili objevi nad rovinou, budou zbarveny do Seda (od svétlé po tmavou).
Prisecik roviny a povrchu kuzelti bude zvyraznén ¢ervenou barvou.

Stisknéte knoflik Vpred a sledujte pohyb roviny. Rovina postupné od-
haluje ¢asti kuzelu. Pockejte az bude zhruba v poloviné pohoti a stisknéte
knoflik Sttij. Poté, co si obrazek pozorné prohlédnete a poptipadé podle li-
bosti natocite, stisknéte knoflik Vertikalni. Pohoii protnuté rovinou se natoci
do polohy, kterou zname z minulé scény, kdy se na kuzely divame vertikalné
shora ve sméru rovnobézném s jejich osami.

Po natoceni priisecik zametaci roviny a vodorovné roviny mist bude pted-
stavovat zametaci pfimku z predchozich 2D scén. Jisté si na prvni pohled
v8imnete, ze prisecik zametaci roviny a povrchi kuzeldi (nebo pfesnéji jeho
pramét do roviny mist - vrcholt kuzelt - tedy tak, jak je nakreslen na obra-
zovee) je pobfezni ¢ara, kterd byla vidét v rovinné animaci algoritmu. Body
roviny, které jsou na jih od pobrezni ¢ary z predchozich 2D scén jsou vlastné
praméty téch bodd na povrchu pohoii, které jsou nad zametaci rovinou v 3D
scéné, body roviny severnéji od pobiezni ¢ary z predchozich 2D scén (at jsou
v jakékoli poloze k zametaci piimce), jsou body na povrchu pohoii, které jsou
pod zametaci rovinou v 3D scéné.

Prvni okamzik, kdy zametaci rovina narazi na kuzel néjakého mista je
okamzik, kdy narazi na vrchol kuzele a zaroven se kuzele dotyka ve spadnici,
ktera z vrcholu bézi piimo k jihu.

Nyni je také jasné, jak je pobtfezni k¥ivka konstruovana: jako primét priise-
¢iku pohoti a zametaci roviny se sklada z praméti viditelnych ¢asti prisecikt
jednotlivych kuzelti a zametaci roviny. Jelikoz je zametaci rovina rovnobézna
se spadovou primkou kuzele, jsou tyto pruseciky paraboly a snadno se zjisti,
ze jejich pruméty do vodorovné roviny jsou také paraboly. Pobfezni primka v
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2D scénéach je tedy skutecné slozena z parabolickych obloukt.

Udoli pohoii kuzeltt jsou tvofena body, jejichz priméty vytvoii hranice
oblasti Voroného diagramu v 2D. Tyto body jsou také ty, kde se stykaji vi-
ditelné ¢asti pruseciki zametaci roviny s kuzely, ohrani¢ujicimi adoli. Tim je
tedy dano, pro¢ body v 2D reprezentaci, ve kterych se stykaji oblouky po-
brezni ¢ary, “kresli” hranice Voroného oblasti: jsou to presné priaméty bodt
adoli.

Scéna: Paraboly jednotlivé

V predchozi scéné jsme objasnili vyznam pobfezni ¢ary pomoci 3D konfi-
gurace. V této a nasledujicich scénach vylozime vyznam pobfezni Cary jesté
jednou, ale na zakladé rovinného nakresu. I zde se ale vyskytnou kuzelosecky,
avsak nikoli jako priisecik kuzele a roviny, ale jako mnozina bodt stejné vzda-
lenych od bodu a primky.

Jak jsem jiz fekl vyse, algoritmus se snazi zkonstruovat tu ¢ast Voroného
diagramu, kterou lze uré¢it na zékladé znalosti mist, které jiz ptesla (nebo se
jich alespori dotkla) zametaci pfimka. Takovym mistiim budeme ¥ikat zndmd
mista. Mista, kterd lezi v tmavé severni oblasti, kterou zametaci pfimka jesté
nepros$la, budou nezndmd mista.

Na obrazku jsou znazornéna vSechna mista a zametaci pfimka. Klepnéte
na jedno znamé misto. To se tim zvyrazni a objevi se ruzova oblast, shora
ohranic¢ena parabolou. Hrani¢ni parabola je mnozina vsech bodu, které jsou
stejné daleko od zvoleného mista a od zametaci piimky (v okamzité poloze).
Je znamo, ze takova kiivka je parabola, kterda ma ohnisko ve zvoleném misté;
zametaci primka je 7idici primka této paraboly. Parabola je oteviena smérem
k jihu a body rizové oblasti jsou ty body, ze kterych je blize do ohniska
paraboly nez k jeji fidici pfimce, zatimco body, které nejsou ruzové a nelezi
na parabole jsou (bez ohledu na jejich polohu viéi zametaci pfimce) blize k
fidici primce paraboly nez k jejimu ohnisku.

Povsimnéte si, ze na sever od ohniska prochéazi parabola pochopitelné bo-
dem, ktery je v poloviné mezi ohniskem a fidici primkou.

Zvolte mysi libovolné jiné misto, opétné se zobrazi parabola a rtizova oblast
bod blizsich ohnisku nez ¥idici piimce. Ridici pifmkou lze pohybovat pomoci
knoflikt1 jako v minulych scénach. Pohyb se zastavi, pokud by se zvolené misto
dostalo na sever od zametaci pfimky (mezi nezndma mista). Pohyb zametaci
primky mysi je blokovan, aby nebyl v kolizi s volbou mist mysi.

Je dobré, abyste sledovali zménu tvaru paraboly pfi pohybu zametaci
primky, tvorici fidici pfimku paraboly. Pokud se fidici pfimka vzdaluje od
ohniska smérem k severu, parabola se pohybuje za ni a vyrazné se rozevira,
naopak pokud je fidici pfimka blizko ohniska, parabola je tzka.

KdyZ ohnisko (tedy zvolené misto) lezi na Fidici pfimce, mnozina bodi,
které jsou stejné vzdaleny od ohniska a od fidici pfimky, neni parabola, ale
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pfimka prochézejici ohniskem a kolméa na fidici primku. I tento pfipad bude
pri vypoc¢tu podle Fortunova algoritmu dulezity a nastava pri t.zv. mistni
udalosti. Nés z uvedené piimky bude zajimat pouze jeji ¢dst (polopfimka) z
ohniska na jih. Vyse uvedena ruzova oblast je nyni prazdna; kdyz ohnisko lezi
na Fidici pfimce, zadny bod nemtze byt blize k ohnisku nez k pfimce.
Poznamenejme, ze vSe v této scéné by bylo mozno zobrazit i v 3D prove-
deni. Degenerovana situace popsana v predchozim odstavci by pak spocivala
v tom, Ze zametaci rovina zahrnuje vrchol kuzele a dotyka se jeho povrchu v
jediné pfimce, zatimco v zakladni situaci zametaci rovina kuzel prosekava.

Scéna: Paraboly spolecné

V této scéné jsou nakresleny soucCasné vSechny paraboly znamych mist,
které byly popisovany v predchozi scéné. Ruzové je vykreslena oblast zahrnu-
jici body, které jsou v rtzové oblasti pro alesponl jedno znamé misto. Jsou to
presné ty body, ze kterych je do nékterého znamého mista blize nez k zametaci
pfimce.

Cervené jsou nakresleny body, které jsou na parabole alespoii jednoho
znamého mista, ale pro zadné zndmé misto nepatii do jeho ruzové oblasti.
Jsou to body, které maji do nejbliz§iho znamého mista stejné daleko jako k
zametaci primce. Je jasné vidét, Ze tato mnozina je pobfezni Cara, o které
jsme mluvili v pfedchozich scénéach.

Ostatni body jsou pak pochopitelné ty body, ze kterych je k zametaci
pfimce blize, nez k nejbliz§imu zndmému mistu, a to bez ohledu nad to, v
jakém vztahu jsou k zametaci primce. Jsou to tedy body na sever od pobiezni
Gary.

Scéna: Uddlosti

Tvar pobfezni ¢ary se pfi jejim pohybu k severu neustale méni, ale pocet
oblouku a jejich rozloZeni se méni jen malokdy. Okamziky, kdy se se pobfezni
¢ara méni radikalnim zptisobem, nazyvame uddlosti. Tato scéna umoznuje
animovat posun pobiezni ¢ary knofliky Nahoru a Dolu, ale pohyb se auto-
maticky zastavi nejen pomoci knofliku Zastavit, ale i v okamziku, kdy dojde
k udalosti.

Zkuste si pohyb zametaci pfimky k severu a sledujte pritom, pfi jakych
udélostech se pohyb zastavi. Uvidite, ze nastava jeden ze dvou pripada:

e Mistni udélost: Zametaci piimka pravé narazila na dalsi misto (odtud
nazev). V pobfezni ¢ife se objevil se novy “oblouk”, ve skutecnosti
usecka, ktera je casti poloprimky, predstavujici degenerovanou parabolu
nového znamého mista, leziciho zatim na zametaci primce. Tim doslo k
rozetnuti oblouku leziciho pod nové objevenym mistem na dvé ¢asti.
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e Kruznicovd udalost: Jeden z obloukt pobrezni ¢ary byl “utlacovan”
dvéma sousednimi oblouky, jeho sifka se postupné zmensovala a praveé
v tomto okamziku zcela zmizel. Misto, kde oblouk zmizel, je oznac¢eno
zelenym koleckem. (Nézev udélosti bude objasnén pozdéji.)

Velmi vzacné mize dochazet i k nékterym jinym udélostem, které ale lze
chapat jako soucasny vyskyt dvou nebo vice jednoduchych udélosti, jako je
tfeba soucasné vymizeni dvou sousednich obloukt v tyz okamzik a v témze
bodé roviny nebo mistni udalost, pfi které polopfimka spusténa z nové naleze-
ného mista protne pobtezni ¢aru nikoli uvnitt oblouku, ale v bodé styku dvou
oblouk, ale k jejich vyskytu je tfeba, aby mnozina mist zahrnovala nékteré
specialni a malo casté konfigurace, ke kterym u ndhodné zvolenych mist v
obecné poloze dochazi jen ziidka, naptiklad ¢tyfi nebo vice bodu, lezicich na
téze kruznici. Tyto konfigurace probereme podrobnéji na konci kapitoly.

Pohrajte si se scénou a sledujte situace, kdy dochézi k udalostem. Do-

.....

prozkoumani konfigurace tésné pred nebo tésné po udalosti.

Scéna: Mistni uddlost

Scéna prinasi stejnou situaci i moznosti ovladani jako predchozi scéna,
avsak pohyb zametaci pfimky se automaticky zastavuje pouze pfi mistni uda-
losti.

Prozkoumejme situaci v okamziku mistni udalosti a tésné pred ni a po ni
trochu blize. Tésné pfed mistni udalosti nic nenaznacuje, ze by k ni mohlo
dojit. Situace na sever od zametaci piimky je neznidmd a neexistuje zadna
moznost jak zjistit, ze se primka blizi k neznamému mistu.

V okamziku, kdy doslo k udélosti se na zametaci pfimce objevilo dosud
neznamé misto. Do pobfezni ¢ary pribyla degenerovand parabola tohoto mista.
Predpokladajice nedegenerovanou mistni udalost, tato polopfimka-parabola
rozetnula néktery z dosavadnich obloukti pobfezni ¢ary na dvé ¢asti a vklinila
se mezi né. Prusecik je bod, ze kterého je stejné daleko do nového mista
i ohniska rozetnutého oblouku a proto v ném zacind vznikat novy segment
Voroného diagramu, zatim predstavovany jedinym bodem, prusecikem.

Posunujte nyni pomoci mysi zametaci pifimku velmi pomalu smérem k
severu. Z degenerované paraboly se stala skutecna parabola, ktera je nejprve
velmi uzka, ale prudce se rozsifuje. Pruseciky vétvi této paraboly se zapadni
a vychodni ¢asti rozetnutého oblouku se rychle vzdaluji a kresli ze dvou stran
nové vznikajici segment Voroného diagramu. Sméry pohybu prusecika jsou
navzajem opacné, protoze se oba pohybuji po ose tiseCky spojujici nové misto
s ohniskem rozetnutého oblouku, na které musi lezet body stejné vzdalené od
téchto dvou mist.

Z technického hlediska byva pri programovani vyhodné predstavovat si,
ze nove vznikajici segment neni kreslen obousmérneé, ale ze se ve skutecnosti
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jedna o dva segmenty, které oba zacinaji v bodé, kde degenerovana parabola
rozetnula oblouk pod ni. Tyto dva segmenty jsou pak jednosmérné kresleny
dvéma pruseciky vétvi paraboly nového mista se zapadni a vychodni casti
rozetnutého oblouku. Zatrhnéte checkbox Polopfimky pro ilustraci tohoto
pristupu, kdy oba segmenty jsou kresleny jako Sipky s explicitné vyznacenym
pocatecnim bodem.

Scéna: KruzZnicovd uddlost

Zhruba feceno je kruznicova udalost zanik nékterého oblouku pobiezni
Cary, pri kterém se dotknou oblouky, které s nim po obou stranach sousedily.
Obrazné je mozno fFici, Ze oblouk zanikl v dasledku expanze svych sousedu.

Na rozdil od mistni udalosti se kruznicova udalost da predpovédét do-
predu, pomineme-li fakt, ze jesté predtim, nez k ni dojde, mize nastat jina
udalost, ktera celou situaci zméni natolik, ze k pfedvidané kruznicové udalosti
nakonec nedojde.

Nechte zametaci piimku postupovat (knoflik VpFed nebo Vzad) az se
zastavi v okamziku, kdy doglo ke kruznicové udalosti a potom ji vrafte o néco
zpét k zacatku vypoctu.

Situaci nyni vidime kratce predtim, nez dojde ke kruznicové udalosti bé-
hem niz mé vymizet jisty kraticky oblouk « s ohniskem s, tim, ze jej vytlaci
jeho sousedni oblouky ( a 7 s ohnisky sg a s,. Pfimky, které jsou osy tsecek
spetasq a So — S+, po kterych se pohybuji styéné body dvojic obloukt (3, «)
respektive (a,7), se protinaji v bodé, do kterého pobiezni ¢ara zanedlouho
dorazi. Do pruseciku pfimek tedy smétruji krajni body oblouku «, v ném se
setkaji a v ném oblouk « zmizi.

Nechte pfimku znovu dobéhnout k uvazované kruznicové udalosti a za-
trhnéte checkbox Paraboly. Objevi se iplné vykreslené paraboly mist sz a
5., které nesou oblouky /3 a v, jez zahubily oblouk a. Prtsecikem, ve kterém
oblouk « Uplné zmizel, ale také jesté prochazi parabola s ohniskem s, (je
nakreslena také, ale zelené), protoze oblouk « je vlastné stale jesté souc¢asti
pobftezni ¢ary, i kdyz zdegeneroval do jediného bodu. Bod ¢, kde oblouk «
zmizel, tedy lezi najednou na t¥ech parabolach s ohnisky «, 5 a .

7 uvedeného plyne, Ze vzdalenosti z priseciku c do vSech t¥i mist s, sg a
5., jsou stejné jako vzdalenost z ¢ k zametaci pfimce. Z toho plyne, Ze kruznice
se stfedem v ¢ a prochézejici mistem s, prochézi také misty sg a s, a zametaci
pfimka se této kruznice v okamziku vymizeni oblouku « shora dotyka. Pro
zobrazeni této kruznice zatrhnéte checkbox Jedna kruznice.

Ted jiz tedy je jasné, jak dopredu urcit zda, kde a kdy zanikne oblouk «
se sousednimi oblouky  a 7 (pokud nedojde k interferenci s jinou diivéjsi
udalosti):

1. prolozime body s., sg a s kruznici; zanik oblouku o lze ocekévat, pokud
stfed této kruznice lezi v oblasti, kam pobtezni ¢ara teprve dorazi;
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2. pokud k zaniku oblouku « dojde, stane se tak ve stfedu uvedené kruz-
nice;

3. pokud k zaniku oblouku « dojde, stane se tak v okamziku, kdy se bude
zametaci primka shora dotykat sestrojené kruznice, neboli kdyz y-ova
soutadnice bodt zametaci primky bude o r vétsi nez y-ova soutradnice
stredu kruznice, kde 7 je polomér kruznice.

Role kruznice pri predvidani kruznicové udalosti objasnuje nazev tohoto
typu udalosti.

Scéna: Kruznicovd uddlost - planovani

Zkuste si nyni pri zastaveném vypoctu zvolit Jedna kruznice a kliknout
néktery z obloukt pobfezni ¢ary. Pokud se da predpokladat, ze zvoleny oblouk
bude v budoucnu zahuben svymi sousedy, objevi se kruznice, kterd prochazi
ohnisky zvoleného oblouku a jeho sousedii a kterou je mozno chapat jako pred-
povéd mozné budouci kruznicové udélosti: zvoleny oblouk by mél zaniknout
v bodé, ktery je stfedem kruznice a to v okamziku, kdy se bude zametaci
primka kruznice dotykat shora.

Pokud naopak se zvoleny oblouk pfi postupu zametaci pfimky k severu
bude rozpinat (jeho koncové body se budou vzdalovat), zadna kruznice se
neobjevi.

Zvolite-li volbu VSechny kruznice, zobrazi se kruznice pro vsechny pred-
pokladané budouci kruznicové udalosti najednou. Obrazek je obvykle trochu
nepiehledny, ale ukazuje, kolik kruznicovych udalosti je tfeba naplanovat.

Scéna: Neuskutecnénd kruznicovd uddlost

Tato scéna ukazuje nékolik modelovych konfiguraci, ve kterych se predpo-
kladalo, ze dojde ke kruznicové udalosti, pri které zvyraznény oblouk pobtezni
Cary zmizi, ale potom k naplanované udalosti nedojde. Kruznice odpovidajici
neuskutecnéné naplanované udélosti je znazornéna také.

V prikladu 1 je zvyraznény stiedni oblouk rozseknut parabolou mista,
které bylo objeveno v okamziku mistni udalosti, ke které doslo pred planova-
nou kruznicovou udalosti.

V prikladech 2 a 3 je jeden ze sousedt zvyraznéného stiedniho oblouku
eliminovan mistni udalosti, ke které doslo dfive. Nicméné v tomto pripadé je
mozno argumentovat, ze pivodné planovana kruznicova udalost nebyla zru-
Sena, ale je v kalendafi uchovana v modifikované podobé - sousedni oblouk,
prilehléd ke zvyraznénému strednimu oblouku. Povsimnéte si, ze ptivodni sou-
sed i jeho ¢ast maji stejné ohnisko a proto ptivodni a pozménéna kruznicova
udalost maji stejnou kruznici a tudiz jsou napldnovany na stejnou dobu (t.j.
pro stejnou polohu zametaci pfimky).
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V prikladech 4 a 5 je jeden ze sousedt zvyraznéného stiedniho oblouku
eliminovan kruznicovou udalosti, ke které doslo dfive. V tomto pripadé se
ptvodné planovana kruznicova udalost nahradi jinou, ve které je stejny stfedni
oblouk urceny k eliminaci, ale je jiny jeden z jeho sousednich obloukt. Nahrada
je podstatna, novy soused mé jiné ohnisko a proto nova kruznicova udalost
nastane jindy, pfi jiné poloze zametaci primky.

V ptikladech 6 a 7 dojde k mistni udalosti specidlniho typu, kdy degenero-
vana parabola dosazeného mista protne bod, ve kterém se zvyraznény stredni
oblouk styka se sousednim obloukem na pobtezni ¢afe. I v tomto pripadé
dostane zvyraznény stiedni oblouk zcela jiného souseda s jinym ohniskem a
proto i kruznice nové udalosti bude zcela jina a k udélosti dojde jindy, nez
bylo ptivodné planovano.

Dojde-li tedy k mistni nebo kruznicové udalosti, je nutné nejen naplanovat
pripadné nové kruznicové udalosti, ale také zkontrolovat zda se tim nenarusi
néktera z jiz naplanovanych kruznicovych udalosti.

Scéna: Kalendadr uddlostt?

Pro planovani vypoctu si algoritmus vede kalenddr uddlosti. V predchozich
scénach jsme implicitné predpokladali, Ze vypocet probiha on-line a informace
o mistech se stava dostupné, kdyz na né narazi zametaci pfimka. Pokud je ale
problém fesen off-line, je jiz na zacatku vypoctu zndma tplnd mnozina mist.
V takovém pripadé mohou byt mistni udalosti vlozeny do kalendare udalosti
jiz. na zacatku, fazeny podle y-ovych soufadnice odpovidajicich mist, které
udéavaji, kdy na né zametaci pfimka narazi. Jsou do kalendare vlozeny hned
na zacatku vypoctu.

Kruznicové udalosti se zarazuji vzdy, kdy dojde na pobrezni ¢are ke zméné,
v disledku které je mozno ocekavat, ze ke kruznicové udalosti dojde. Obsahuji
udaje o tfech zucastnénych obloucich, jejich ohniscich, poloméru a stiedu
kruznice a jsou do kalendarové fronty razeny podle y-ové soufadnice nejvyssiho
bodu kruznice, ktery udava polohu zametaci piimky v okamziku, kdy k nim
dojde.

Kalendafr je na obrazovce znazornén segmenty, nakreslenymi pii pravé
strané okna. Cerné segmenty odpovidaji mistnim udalostem; hrot na levé
strané segmentu je ve stejné vysce jako je odpovidajici misto (a udava tedy
polohu zametaci pfimky, pti které k udalosti dojde). Klepne-li se na kalendé-
fovy segment, graficky se zvyrazni a zvyrazni se také jemu odpovidajici misto.
Totéz nastane, pokud klepneme na prislusné misto.

Fialové segmenty odpovidaji kruznicovym udalostem; hrot ukazuje na nej-
vy$si bod odpovidajici kruznice a udava proto také polohu zametaci primky,
pii které k udalosti dojde. P¥i klepnuti na segment se segment graficky zvy-
razni a objevi se také odpovidajici kruznice a zvyrazni se oblouk, ktery by
mél pri udalosti zmizet. Totéz se stane pri klepnuti na tento oblouk.
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Jak jiz bylo uvedeno, i pfi mistni, i pfi kruznicové udalosti se muze stat,
ze je nékteré naplanované kruznicové udalosti tfeba zrusit, protoze zmizel
néktery z obloukt, ktery se uddlosti zucastiiuje bud jako utlacovatel nebo
jako utlacovany. Naopak se novy oblouk miize objevit (v okamziku udalosti
jako degenerovany) nebo pfi vymizeni oblouku se objevi nova trojice po sobé
jdoucich obloukti, coz miize vést k nutnosti naplanovat novou kruznicovou
udélost. V okamziku, kdy k udélosti dojde, budou znézornény jak rusené,
tak i nové planované udélosti - pro odliSeni budou prvni z nich zbarveny
Sedé, kdezto druhé zelené. Tésné po udélosti pochopitelné Sedé kalendarové
segmenty zmizi a zelené dostanou svou normaélni fialovou barvu kruznicové
udélosti.

Tato scéna tedy ilustruje, jak se méni kalendar udalosti a jak podle ného
algoritmus pracuje.

Casto se stane, ze udélosti nastédvaji tak tésné po sobé, ze vyse uvedenym
zpusobem znazornény kalendar je neptehledny, protoze se jednotlivé segmenty
prekryvaji. Pak je mozné vypnout volbu Presna poloha a kalendarové seg-
menty se vertikdlné premisti tak, aby se neptekryvaly, ¢imz ale dojde k tomu,
ze jejich poloha nebude odpovidat poloze zametaci pfimky v okamziku, kdy
k nim dojde (a proto také u nich nebudou ukazovany hroty na levé strané).
Korespondenci mistnich udalosti s misty a kruznicovych udélosti s kruznicemi
a oblouky je ale mozno urcit volbou kalendarového segmentu nebo mista ¢i
oblouku mysi, tak jak bylo uvedeno vyse.

Scéna: Degenerovand uddlost

Tato scéna umoznuje ukazat 8 ruznych konfiguraci, pii jejichz zpracovani
dochazi k zvlastnim situacim, které nazyvame degenerované. Konfigurace se
voli na ovladaci volbou Pfiklad xx. Po provedeni volby pouzivejte knoflik
Vpred pro animaci vypoctu, ktery se zastavuje na vSech udalostech.
pfimka dorazi do téchto mist, bude pobfezni ¢ara tvorena dvéma navzajem
oddélenymi rovnobéznymi poloprimkami sméfujicimi k jihu, ale neprotinaji-
cimi se. Po posunu zametaci pfimky o infinitezimalné maly kousek k severu
se z polopfimek stanou dvé standardni paraboly, jejichz jediny prusecik se
rychle pfiblizuje z nekonecna, jak zametaci primka postupuje k severu. Toto
je jediny pripad, kdy je polopfimka patfici do Voroného diagramu kreslena
“od nekone¢na”. P¥i programovéni je tieba tento piipad oSetfit zvlast. V pii-
kladu je kresleni polopfimky ukonceno kruznicovou udalosti kratce poté, kdy
zametaci pfimka narazi na dal$i misto.

Kdyz v Prikladu 1 zametaci pfimka narazi na nejsevernéjsi misto, pak
dojde soucasné ke dvéma udalostem: mistni udalost nalezeni zminéného mista
a kruznicova udalost, pri které se setkaji dva oblouky pobifezni ¢ary. Tyto
dvé udalosti se navzajem neovliviiuji a mohou byt zpracovany postupné v
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libovolném potadi.

V Priikladu 2 probéhne mistni udélost, kterd odpovida nejsevernéjsimu
mistu, zvlastnim zpusobem. Polopfimka spusténa z tohoto mista (degenero-
vané parabola) neprotne zadny ze dvou obloukt pobfezni ¢ary, ale strefi se
primo do jejich priseciku. V takovém pripadé konci v pruseciku segment, ktery
byl kreslen prisecikem zminénych oblouki a za¢nou se kreslit dva nové seg-
menty Voroného diagramu, urcené pruseciky parabolického oblouku nového
mista s puvodnimi dvéma oblouky. Tato udalost musi byt oSetfena zvlastnim
zpusobem.

Priklad 3 je obdobny, ale soucasné s mistni udalosti pro severni misto
dojde ke kruznicové udalosti. V tomto pfipadé by méla byt nejprve zpraco-
z pobfezni ¢ary a pak teprve udalost mistni.

V Prikladu 4 dojde soucasné ke dvéma kruznicovym udélostem a zmizi
dva sousedni oblouky. Udélosti lze zpracovat postupné v libovolném poradi.

V Prikladu 5 lezi vSechna mista na jedné piimce. Takovato konfigurace,
kterd musi byt oSetfena zvl4st, vede k tomu, ze Voroného diagram bude tvoien
n — 1 rovnobé&znymi pfimkami (kde n je pocet mist), které rozdéli rovinu do
dvou polorovin oddélenych n — 2 pasy nekonecné délky.

Priklad 6 je podobny, ale vSsechna mista maji stejnou y-ovou souradnici.
Voroného diagram bude opét tvoren n — 1 rovnobéznymi primkami, dvéma
polorovinami a n — 2 pasy. Tato konfigurace, ktera je zobecnénim Ptikladu 0,
musi byt oSetfena zvlast a jinak nez v predchozim pripadé.

Nakonec Priklad 7 sice nepfinasi nic nového, ale dojde v ném soucasné k
9 kruznicovym udélostem, pfi nichz zmizi 9 sousedicich obloukti a soucasné
k mistni udalosti, jejiz spusténa polopiimka se strefi do bodu, kde zmizely
oblouky. I pfes svoji slozitost se kombinovana udalost zpracuje snadno prove-
denim kruznicovych udalosti v libovolném poradi, nasledovanych mistni uda-
losti.

Scéna: Vyhleddvani oblouku

P1i mistni udalosti je tfeba urcit, ktery oblouk lezi pod nové objevenym
mistem. V zasadé je tato tloha jednoduché, i kdyz se pfi jejim feSeni musi vy-
pocitavat dosti komplikované vyrazy. Pobfezni ¢ara se reprezentuje posloup-
nosti mist, kterd jsou ohnisky parabolickych oblouki, ze kterych se sklada. Je
dobré si uvédomit, ze nékteré misto se miize v posloupnosti vyskytovat vice-
krét (nékolik obloukti patii téze parabole, ale mezi né jsou vklinény oblouky
s jinymi ohnisky).

V této scéné jsou mist aoznacena pismeny a posloupnost reprezentujici
pobfezni ¢aru je zapsana ve spodni ¢asti obrazovky. Klepnuti na oblouk zvy-
razni odpovidajici prvek posloupnosti a naopak. Pov§imnéte si, ze velmi ¢asto
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je fada obloukt pobfezni ¢ary mimo obrazovku (chcete-li je vidét, pouzijte
zoom).

Jak jiz bylo feceno, skoro vzdy se alespon néktera ohniska objevi v po-
sloupnosti vicenasobné. Zkuste si pritazovat prvky posloupnosti obloukim
dfive, nez se o spravnosti prifazeni presvédcite klepnutim na oblouk.

Jestlize zname polohy ohnisek obloukt pobfezni ¢ary a navic polohu zame-
taci primky, je snadné pomoci metod analytické geometrie urcit misto, kde se
tyto oblouky dotykaji: ze znalosti ohniska a fidici pfimky dostaneme snadno
rovnici odpovidajici paraboly. Priisecik lezi na dvou parabolach soucasné a
tedy vyhovuje dvéma rovnicim parabol najednou. Z toho jiz dostaneme kva-
dratickou rovnici a jejim reSenim dostaneme souradnice jejich pruseciki. Tro-
chu napaditosti je tfeba vynalozit na to, abychom zjistili, které ze dvou Teseni
kvadratické rovnice je prisecik, ktery hleddme (viz nasledujici scéna).

Mame-li pak posloupnost z-ovych souradnic prasecika obloukti pobrezni
Cary, sefazenych zleva doprava, je jednoduché zjistit, mezi které dvé padne
z-ova soufadnice nové nalezeného mista.

Jestlize je ale mnozina mist velka a je rozlozena do sitky, mutze se stat,
7e pobrezni Cara obsahuje velké mnozstvi obloukt. Pak by uvedeny postup
mohl byt prili§ pomaly. Jde-li ndm o co nejrychlejsi vypocet i za cenu vétsi
logické slozitosti algoritmu, je vyhodné si nad pobfezni ¢arou vytvorit binarni
vyhledavaci strom tak, jak je to ilustrovano v této scéné.

Listy stromu (oranzova kolecka) odpovidaji oblouktm ¢ary (kazdy list lezi
nad odpovidajicim obloukem) a vnitfni vrcholy stromu (Sedd kolecka) od-
povidaji styénym bodtm obloukid (v ndkresu vnitini uzel stromu lezi vzdy
nad odpovidajicim prisec¢ikem obloukil). V kazdém vnitinim bodé je ulozena
informace o ohniscich oblouki, které se v odpovidajicich styénych bodech po-
tkavaji (pficemz je poznamenéno, které ohnisko odpovida levému oblouku a
které pravému).

Hrany stromu jsou kresleny zelené. Ptislusnost vrchold stromu oblouktim
nebo jejich prisec¢iktim je znazornéna oranzovymi nebo Sedivymi svislymi ¢a-
rami (které nejsou soucasti stromu, jen ilustruji logickou souvislost prvki
pobfezni ¢ary s uzly stromu). Svislé ¢ary je mozno skryt volbou na ovladadi,
ktera umoznuje i skryt cely strom.

Je nutné poznamenat, ze tvar stromu je pro spravnou funkci algoritmu
nepodstatny. Mnozinou obloukti pobfezni ¢ary je pevné dana mnozina listu
stromu, ale je lhostejné, jak se vybuduje struktura vnitinich vrchold stromu
a jejich napojeni. Pro rychlost vypoctu ale bude vhodné, aby strom byl co
nejlépe vyvazeny.

Nyni si predstavme, Ze je dano misto, na které narazila zametaci pfimka
pfi mistni udalosti a jsou znamy vSechny parametry pobfezni ¢ary i stromu
nad ni. Vyhledavani oblouku pod pravé dosazenym mistem zacina v kofenu
stromu a v kazdém vnitfnim uzlu pokracuje néasledujicim zptsobem:
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pro danou polohu zametaci pfimky (fidici pfimky parabol nesoucich ob-
louky pobfezni ¢ary) se ze znalosti poloh ohnisek obloukil, nad jejichz pruseci-
kem se uzel nachézi, ur¢i rovnice parabol, kterych jsou oblouky ¢asti. Rovnost
rovnic parabol vede na kvadratickou rovnici, z niz se urci souradnice sty¢ného
bodu obloukt. Porovnanim z-ovych soutradnic sty¢ného bodu a nového zna-
mého mista odkrytého pfi mistni udalosti se urci, zda ve stromé postupovat
do levého ¢i pravého syna (a ve vzacnych pfipadech se muzZe stat, ze nové
misto je nad prisecikem oblouki).

Uvedenym postupem v nedegenerovaném piipadé sestoupime az do listu,
ktery odpovida hledanému oblouku.

Pfi mistni udalosti je do stromu t¥eba pridat dva listy a dva vnitini vr-
choly (pfi degenerované mistni udalosti po jednom) a pfi kruznicové udalosti
je zase tieba jeden list a jeden vnitini vrchol odebrat. Tyto operace zde nebu-
deme podrobné rozebirat; zkuste si obvyklym zptisobem pohybovat zametaci
primkou a sledovat zmény ve stromu nad pobfezni ¢arou.

Pocet kroku, které je pak nutné provést pii hledani oblouku pod nové
dosazenym mistem je tedy tmérny nikoli poctu obloukt pobfezni ¢ary, ale
hloubce stromu, kterd v optimalnim piipadé bude okolo logaritmu poc¢tu ob-
loukt pobrezni ¢ary. Tim se nékdy dosdhne vyrazného zrychleni vypoctu.

Miize se ale stat, ze se strom nad pobfezni ¢arou stane nevyvazenym a jeho
hloubka bude piili§ velika. Abychom tomu predesli, mizeme pouzit obvyklé
zpusoby vyvazovani, které byly uvedeny v kapitole o stromovych datovych
strukturach. V appletu vsak vyvazovani pro jednoduchost pouzito neni.

Scéna: Prisecik oblouki pobiezni édary

Tato scéna je malou technickou odbockou. Ukazeme si, jak zjistit prise-
¢ik dvou oblouku pobfezni ¢ary. Scéna ukazuje zametaci pfimku, danou jako
rozhrani svétlé a tmavé oblasti okna a dvé mista, oznacend cCervenou a ze-
lenou barvou. Oblouky maji v této scéné stejnou barvu jako jejich ohniska.
Predpokladame, Ze jsou numericky dany polohy zametaci pfimky i obou mist.

Jak jiz bylo feceno, pro kazdé z obou ohnisek si uréime snadno rovnici
paraboly s danym ohniskem, pro kterou zametaci pfimka je ¥idici primkou.
7 rovnosti hodnot téchto parabol dostaneme kvadratickou rovnici, ze které
vypocteme polohu prusec¢iku oblouki. Kvadraticka rovnice ma ale obecné dvé
feSeni a je tfeba urcit, které z nich je to pravé.

Na zacatku je Cervené i zelené misto ve stejné vysce. To vede k tomu, Ze se
odpovidajici paraboly rozeviraji shodné a vyse uvedena kvadraticka rovnice
ma jediné (dvojnasobné) feseni. Zde tedy neni problém uréit prisecik parabol.

Posuiite nyni mysi ¢ervené misto k severu. Jim urcéena parabola nyni bude
uzsi a z paraboly nizsiho zeleného mista vysekne kus a do ného se vklini. Zleva
tedy bude napted zeleny oblouk, pak cerveny oblouk a nakonec znovu zeleny
oblouk. Pokud vime, ze z pruseciku oblouki vychazi oblouk zeleného ohniska
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doleva a oblouk ¢erveného ohniska doprava, pak prisecikem je to reseni, které
ma mensi z-ovou soufadnici. Pokud z priseciku obloukt vychazi oblouk cer-
veného ohniska doleva a oblouk zeleného ohniska doprava, pak prisecikem je
to TeSeni, které ma vétsi z-ovou souradnici.

Posunujte nyni ohnisky vodorovné ale tak, aby ¢ervené bylo stale severnéji.
Uvidite, ze to, co bylo feceno v predchozim odstavci je uréeno tim, ze cervené
ohnisko je vice na sever, ale je lhostejno, zda je vice na zapad nebo na vychod
od zeleného ohniska.

Premistéte nyni mista tak, aby bylo severnéji zelené misto. Pak se role
ohnisek prohodi - oblouk se severnéjsim ohniskem vzdy vychazi z pruseciku
s mensi z-ovou soufadnici doprava a z pruseciku s vétsi z-ovou souradnici
doleva.

Scéna: Urcéovdani nejblizsiho bodu

Zakladni aplikaci Voroného diagramu je problém najit pro danou mnozinu
mist a zadany bod z roviny to misto, které je bodu z nejblizsi. Velice ¢asto je
mnozina mist pevna a neméni se a dotazi na nejblizsi misto se provadi velké
mnozstvi. V takovém pripadé je vhodné informaci o mnoziné mist predem
zpracovat tak, aby potom dotazy na nejbliz$i misto byly zpracovavany co
nejrychleji.

V takovém piipadé lze postupovat nasledujicim zpisobem:

Nejprve se sestroji Voroného diagram tak jak je ukdzan na obrazovce a
vSemi koncovymi body segmentti Voroného diagramu se prolozi svislé piimky.
Vyberte volbu Svislé pifimky nebo stisknéte knoflik Dale, aby se tyto prim-
ky znazornily.

Primky rozdéli rovinu do svislych pruhti a pruhy jsou segmenty Voroného
diagramu rozsekdny do lichobéznikovych oblasti (v nékterych piipadech tento
lichobéznik degeneruje na trojuhelnik, v dalsim ale budeme mluvit jen o li-
chobéznicich).

Vyberte volbu Jeden pruh nebo stisknéte knoflik Dale pro zvyraznéni
lichobéznikovych oblasti jednoho pruhu; klepnutim mysi postupné volte rtizné
pruhy a sledujte jejich rozdéleni do oblasti. Nakonec zvolte VSechny pruhy
nebo stisknéte knoflik Dale pro zvyraznéni vSech lichobéznikovych oblasti.

Zpusob, jak byly lichobéznikové oblasti zkonstruovany vede k tomu, ze
kazda lichobéznikova oblast je celd ¢asti spadové oblasti jistého mista a tedy
vSechny vnitini body lichobéznika maji totéz nejblizsi misto. Totéz misto je i
nejblizsim mistem bodid na obvodu lichobéznika, na rozdil od vnitinich bodu
vSak nemusi (i kdyZz mize) byt jedinym nejbliz$im mistem.

Usecky, které tvoii obvod lichobéznika, mohou byt uvnit¥ spadové oblasti
jednoho mista a nebo byt celé soucasti segmentu Voroného diagramu, ve kte-
rém se stykaji spadové oblasti dvou mist. V obou pfipadech maji vsechny body
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vnitiku obvodové tsecky stejnou informaci o nejblizsim mistu nebo mistech;
takové misto je jedno nebo dvé.

Nakonec vrcholy lichobéZnikii jsou bud Voroného body a nebo lezi uvniti
Voroného segmenti. Pro kazdy takovy bod tedy lze snadno urcit dvé nebo tii
nejblizsi mista (vyjimecné i vice).

Pokud nas zajima jen alespon jedno nejblizsi misto a nikoli presna in-
formace o vSech nejblizsich mistech dotazovaného bodu, staci si pro cely li-
chobéznik pamatovat jen zakladni nejblizsi misto urcené pro vnitiek.

Vytvorenim lichobézniki a informaci o nejbliz§im misté nebo mistech od-
povidajicich vnititku lichobéznika a ¢astem jeho obvodu konéi predzpracovani.

Hledame-li pak pro dany bod nejblizsi misto, sta¢i urcit lichobéznik, ve
kterém lezi a precist informaci s lichobéznikem spojenou. K tomu si napied
ur¢ime svisly pas, ve kterém lezi, coz lze provést velmi efektivné pulenim.
Predpokladejme, ze x1,...,x, jsou x-ové souradnice svislych pfimek ohrani-
Cujicich pasy a uspotrddané vzestupné. Nejprve porovname z-ovou souradnici
dotazovaného bodu s ¢islem x,/5; podle toho zda lezi nalevo ¢i napravo od
medidnové svislé piimky soutadnici porovndme s ¢islem x4 nebo sz 4 atd.
a po nejvyse [log, ¢] krocich identifikujeme pas, do kterého bod patii. Vzacné
také muzeme zjistit, ze bod lezi na hranici dvou pasi.

Pro kazdy pés zvlast je potom tieba vytvorit podobné dotazovaci schéma,
ve kterém namisto svislych pfimek vystupuji kosé segmenty, délici pas do
lichobéznikid. Dotazy jsou zde o néco komplexnéjsi nez v piipadé svislych
primek, ale ptlenim pasu (dle poc¢tu lichobéznikd) lze hledany lichobéznik
nalézt opét v ¢ase tmérném logaritmu poctu lichobéznikt v pasu.

Scéna: Delaunayova triangulace

Nakonec jesté ukazeme Delaunayovu triangulaci mnoziny bodd v roviné.
Jedné se vlastné o duélni graf k grafu predstavovaném Voroného diagramem.
Strucéné feceno dvé mista se spoji modrou ¢arou, pokud jejich Voroného oblasti
maji spole¢nou sténu (jeden spoleény bod nestaci).

Pokud Voroného diagram nema body, ze kterych vychazi ¢tyfi nebo vice
segmentl diagramu, pak modré ¢ary Delaunayova diagramu rozdéli rovinu do
trojuhelnikovych oblasti a proto obvykle mluvime o triangulaci.

Zatrhavanim checkboxt Voronoj a Delaunay muzeme zobrazovat a skry-
vat oba diagramy. Zobrazte si je soucasné a ujistéte se, ze byste uméli nakreslit
Delaunayovu triangulaci na zakladé Voroného diagramu.

Tato scéna je uvedena spise pro informaci, blize konstrukci Delaunayovy
triangulace, jeji vlastnosti a aplikace rozebirat nebudeme.

Scéna: Puvodni Fortuniv algoritmus

V puvodnim ¢lanku Steve Fortune popsal algoritmus hledani diagramu v
jiné podobé. K jejimu objasnéni si znovu ukazeme 3D situaci. Pohofi tvorené
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kuzely mist se nejprve ukaze tak jak tomu bylo ve vychozi poloze scény “Ku-
zely”, tedy pri pohledu shora. Thned se ale zac¢ne naklapét “hlavou dolu”, ale
pohyb se zastavi po naklopeni o 45 stupnu. Nakonec se tedy na kuzely divame
ve sméru jiznich spadnic kuzelovych hor (ale z nekoneéna nebo alespon velké
dalky, abychom potlacili perspektivu).

Zpisob pohledu na pohoti znazornuje v rohu obrazovky nakreslena hlava.
Zvoleny thel pohledu ma jednu vyhodu a jednu nevyhodu.

Vyhodou je to, Ze se divame ve sméru zametaci roviny, jak byla ukazana
ve scéné “Zametaci rovina”, takze ta se jevi jako primka, do které se promita
vse, co v roviné lezi. Mezi jinym se do ni promitne i celd pobrezni ¢ara, protoze
ta je vlastné prisecikem zametaci roviny a povrchu pohoii a jako takova tedy
je soucasti zametaci roviny.

V pavodni verzi Fortunova algoritmu tedy nebyla oddélend zametaci prim-
ka a pobfezni ¢ara a také odpadla mrtva oblast mezi zametaci pfimkou a
pobfezni Carou, kterd sice uz lezela v “zametené” oblasti, ale jesté mohla
byt ovlivnéna misty, kterych se zametaci piimka jesté nedotkla. Jednalo se
tedy o Cisty zametaci algoritmus, jak je znam z jinych problémt ve vypocetni
geometrii.

Na druhé strané tvar segmentti a oblasti Voroného diagramu prestal byt
primkovy. Ve 3D zobrazeni vidime, Ze Voroného segmenty, oddélujici ob-
lasti jednotlivych mist ve skutec¢nosti nejsou tsecky, ale hyperbolické oblouky,
vzniklé protnutim dvou kuzelovych ploch s rovnobéznymi osami. Jako tsecky
se pouze jevi pti pohledu shora, jak jsme to ¢inili vétsinu této kapitoly. Pi-
vodni Fortuntv smér pohledu ale neni svisly a hyperbolické k¥ivky se nepro-
mitaji jako tsecky, ale jako skutecné kiivky. Voroného oblasti mist jsou proto
zvlastnim zptisobem zkreslené.

Dulezité je, ze jizni spadnice kuzeli se jevi jako body a proto se kazdé misto
jevi jako nejnizsi bod své oblasti. Proto je libovolné misto prvnim bodem celé
své oblasti, na ktery zametaci pfimka narazi a tedy v okamziku, kdy mame
zacit kreslit oblast néjakého mista, mame informaci o tomto mistu k dispozici.
Na rozdil od toho pfi pohledu shora zametaci pfimka prechazi pies velkou ¢ast
Voroného oblasti dfive, nez narazi na misto, které tuto oblast urcuje.

Mohlo by se zdat, ze popis vypoctu Fortunova algoritmu v ptivodnim pro-
vedeni musi byt mimofadné narocny, protoze segmenty jsou tvoreny slozitymi
kfivkami. Ve skutecnosti ale potfebujeme znat pouze koncové body segment,
které urcime pii mistnich a kruznicovych udalostech a prubéh kiivky mezi
nimi je nepodstatny. Na konci vypoctu se vSechny koncové body segmentti
pretransformuji do svislého sméru pohledu a propoji tseckami.

Ovlada¢ umoznuje snadno preklapét pohoii z vertikalniho pohledu do For-
tunova sméru pohledu knofliky Vertikalni a Fortune pro objasnéni vztahu
ptvodni a zde vykladané podoby algoritmu.
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Vyhledavani retézcu
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Pri zpracovani texti je zakladni tilohou hledani daného fetézce znaki
(vzoru) v daném textu. V kapitole budou popséany t¥i algoritmy pro vyhled4-
vani.

Prvni z nich, ktery navrhli Rabin a Karp, je uveden spise pro zajimavost
a proto, ze je velmi jednoduchy a snadny na pochopeni.

Na druhé strané algoritmus, ktery popsali Knuth a Pratt a nezavisle na
nich Morris, patii k zdkladnim algoritmim pro vyhledavani. Algoritmus ma
dvé faze; pri predzpracovani pracujeme pouze se vzorem a odvodime z ného
detailni informace, které potom ve fazi vlastniho vyhledavani velmi zrychluji
vypocet.

Posledni algoritmus je zobecnéni algoritmu Knuth-Morris-Pratt na pfipad,
kdy méame vzort vice. Bylo by sice mozné kazdy vzor hledat zvlast tak, ze pro
kazdy vzor zopakujeme vypocet znovu, ale Aho a Corrasick navrhli postup,
pri kterém vyhleddvame vice vzori najednou jen o mélo pomaleji nez pfi
hledani jediného vzoru.






Kapitola 23

Algoritmus Rabin-Karpuv

Scéna: Hleddni vzoru v textu

V této kapitole se budeme zabyvat hledanim vsech vyskyti jistého krat-
kého textu - vzoru - v dlouhém textu. Z divodi, které vysvitnou pozdéji,
budeme predpokladat, ze abeceda z niz jsou vzor i text sloZeny jsou cislice
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Tento predpoklad neni prilis omezujici; jakékoli symboly
si muzeme zakddovat jako ¢isla a neni podstatné, zda pracujeme s dekadic-
kou soustavou jako zde, nebo se soustavou se zadkladem 256 jako kdyz jsou
zakladem jednobytové znaky nebo s jinym zakladem.

Tato scéna jen ukazuje zakladni situaci, kdy se kolem nehybného jasné
zeleného vzoru pohybuje dlouhy text zelenomodré barvy a v okamziku, kdy
se vSechny ¢islice ve vzoru shoduji s odpovidajicimi ¢islicemi textu, se objevi
upozornéni na nalezeni vyskytu vzoru v textu.

Text i vzor je mozno ménit: po klepnuti na kterykoli box vzoru nebo
textu (box zméni barvu) je moZzno v ném vyplnénou ¢islici prepsat. Knofliky
ovladace je také mozno vytvorit cely novy vzor nebo novy text (jeho délku
lze také nastavit). Text je mozno vytvorit ndhodné nebo zpisobem nazvanym
“Zarucujici vstup”, viz volba na ovladaci, kdy se do textu nahodné vsune
predepsany pocet kopii vzoru (uvedeny v poli Vyskytu) a pak se ndhodné
doplni nedoplnéné znaky. Vyhodou druhého postupu je, Zze v textu se objevi
podstatné vétsi mnozstvi vyskyti vzoru, nez pokud by byl generovan nahodné.

Scéna: Vzor jako ¢islo

Zakladni myslenkou algoritmu je divat se na vzor i tsek textu, ktery se
nachézi proti vzoru, jako na ¢islo. Porovnavany tusek textu je cerveny a je
vytazen mezi vzor a text, aby tento pohled byl zdiraznén. Jde tedy o to, kdy
se zeleny vzor a Cervené ¢islo rovnaji. Na prvni pohled se nezda, Ze by tato
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myslenka pfinasela néco nového a uzitecného, ale uvidime, ze se da upravit
tak, ze da uzitecny a jednoduchy algoritmus.

Scéna: Aktualizace c¢isla z textu

Jde nam nyni o to, jak ¢islo z textu pfepocitavat, kdyz se text a vzor
proti sobé posunou, abychom ho nemuseli znovu vytahovat celé z textu. Krok
posunu bude nyni rozdélen do nékolika etap, které obvyklym zptisobem kro-
kujeme knoflikem Faze:

Krok: Posun

Text se posune proti vzoru a Cervené Cislo vytazené z textu se posune s
nim. ¢

Krok: Vyndsobent

Cervené ¢islo se doplni nulou, aby nejnizsi fad vzoru (¢islice napravo) ve
vzoru méla proti sobé pravou ¢islici (zatim nulu) textového éisla.

Tato operace vlastné znamena vynasobit textové Cislo zakladem pozi¢ni
soustavy, v nasem piipadé ¢islem 10. ¢

Krok: Doplnéni nejnizsiho tadu
Bledou barvou nakreslend nula se nahradi ¢islici z textu. Tato operace
znamena Cislici pric¢ist k ¢ervenému textovému ¢islu. ¢

Krok: Odstraneni nejvyssiho tadu

Odstranime nejvyssi (levou) ¢islici v ¢erveném textovém ¢isle, kterd neko-
responduje s zadnou ¢islici vzoru. Tato operace znamena odecist od textového
&isla ¢éislo ¢ - 104, kde c je éislice, ktera byla odebrana a ¢ je délka vzoru (po-
et jeho ¢islic). Pokud by byla pouZivana jina ¢iselna soustava nez dekadicka,
zéklad soustavy by nahradil ¢islo 10 ve vzorci. ¢

Nyni je textové ¢islo zcela aktualizovano a muzeme jej porovnat s ¢islem
danym vzorem. Vzorec, podle kterého se tedy textové ¢islo meéni je

Tnew =DB- Told +b— C]-Oea

kde B je zaklad pouzité pozi¢ni soustavy, The. je nova hodnota textového
cisla, T4 je jeji pavodni hodnota, ¢ je Cislice, ktera se ocitla mimo vzor, b je
Cislice ktera se nové objevila proti vzoru a ¢ je délka vzoru.

P1i kratkém vzoru jiz dostavame prakticky vyuzitelny a relativné rychly
postup.

V pripadé dekadickych cisel reprezentovanych v pocitaci jako 32-bitové
bindrni ¢islo by ovSem mél mit vzor nejvice 9 znaki, protoze 232 se rovna
4.294.967.296, coz je ¢asto malo. Pouziti 64-bitovych ¢isel by pripustnou délku
vzoru zvysilo na maximalné 19 a i to mtze byt nedostatecné.
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Scéna: Modularni porovnavdni

Je-li vzor dlouhy, nebylo by mozno zaznamenévat vzor a textové ¢islo jako
jedinou proménnou typu integer. Bylo by nutné budovat aritmetiku delsich
cisel softwarové, coz by algoritmus zkomplikovalo i citelné zpomalilo. Budeme
proto zaznamenéavat nikoli ¢isla samotné, ale jejich zbytky pfi déleni jistym
pevnym a rozumné velkym ¢islem. Otazku volby tohoto ¢isla jesté rozebereme
pozdéji.

V této scéné je uvedené ¢islo, kterému budeme fikat modulo, za zacatku
rovno 31, ale je mozné jej zménit.

Kromé vzoru a textového ¢isla jsou v této scéné znazornovany i jejich
zbytky pri déleni zvolenym modulem. Nyni nastavaji t¥i moznosti:

e zbytky odpovidajici vzoru a textu se nerovnaji; v tomto pripadé se ne-
mohly rovna ani vychozi ¢isla, to jest vzor se tedy v této poloze s odpo-
vidajici ¢asti textu neshoduje;

e vzor a textové Cislo se rovnaji; rovnaji se proto i jejich zbytky pfi déleni
modulem;

e vzor a textové ¢islo se sice nerovnaji, ale jejich zbytky pfi déleni modu-
lem jsou stejné.

Pokud tedy se zbytky nerovnaji, muzeme postoupit dale, vyskyt vzoru
nebyl zjistén. Jestlize se ale zbytky shoduji, nejsme schopni odlisit druhou
moznost od moznosti tieti, kterou budeme nazyvat faleSny poplach. V tako-
vém pripadé je pak tfeba porovnat vzor s textem znak po znaku.

Algoritmus je proto obzvlasté vyhodny v pripadech, kdy je pocet vyskyta
vzoru v textu maly. Jestlize se podari minimalizovat i pocet falesnych popla-
cht, velka vétsina poloh vzoru proti textu se probere velmi rychle a nutnost
dodatecné kontroly v pripadé druhé a tifeti moznosti uvedené vyse jiz dobu
vypoctu prili§ neovlivni.

Zkuste si predevsSim projit text za pouziti pivodniho modula 31 nebo ji-
ného podobné nebo mirné vétsi velikosti, pak za pouziti velmi malého modula,
napiiklad 3 nebo 5 a nakonec za pouziti velmi velkého modula radu tisicti
nebo i milionti. Uvidite, ze malé modulo sice pfinasi malé zbytky, se kterymi
se snadno a rychle operuje, ale také velké mnozstvi falesnych poplachu, za-
timco vhodné volené modulo fadu nékolika miliont zptsobi, Ze k faleSnému
poplachu prakticky nikdy nedojde. K falesnému poplachu totiz dojde, pokud
je rozdil mezi vzorem a textovym c¢islem délitelny modulem, a to je u velkého
modula méalo Casté.

Pri praktickém pouzivani je tedy vyhodné pouzivat jako modulo ¢islo,
které je svou velikosti blizké horni mezi velikosti celych cisel, které je v pou-
Zivaném pocita¢i mozno pouzivat.
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Pokud oznac¢ime modulo jako M, pak vyse uvedeny vzorec pro prepocita-
vani textového ¢isla lze upravit nasledujicim zptisobem

Znew = (B : Zold +b— CL) HlOd]\47

kde Zpew a Zoiqg jsou novy a stary zbytek, B, b a ¢ jsou ¢islice jako bylo
uvedeno vyse a L = 10° modM je zbytek pii déleni 10° modulem M. Bez
ohledu na to, jak dlouhy je vzor a tedy jak velké bude textové cislo, jsou
vsechna ¢isla v tomto vzorci mensi nez M a tedy rozumné velka.

Scéna: Uplny algoritmus

Tato scéna umoznuje zopakovat si vSe, co bylo feceno vyse.



Kapitola 24

Vyhledavaci algoritmy
Knuth-Morris-Prattuv a
Aho-Corasickové

24.1 Knuth-Morris-Prattiv algoritmus

Scéna: Hleddni vzoru v textu

V této scéné je text zapsan v zeleném pruhu a nad textem je zobrazen vzor,
coz je opét posloupnost pismen abecedy. Pro ucely vykladu je vyhodné nechat
kurzor i vzor pevny a textem pohybovat vlevo a vpravo pomoci knoflikit Krok
a Zpét.

Znaky textu se ¢tou zleva doprava a kurzor tvofeny dvéma cervenymi troj-
thelniky oznacuje, kam az byl text pfecten. Okénka textu vlevo od kurzoru
jsou svétle zelena a obsahuji znaky, které jiz byly precteny, okénka vpravo
od kurzoru jsou tmaveé zelena a obsahuji dosud neprectené znaky. Neprectené
znaky zamérné barevné splyvaji s pozadim, aby bylo naznaceno, ze je algorit-
mus jesté nezna.

Jestlize se néktery znak vzoru shoduje s pod nim lezicim znakem v textu,
jeho pozadi zezloutne. Hledame wsechny polohy vzoru, pro které se vSechny
jeho znaky shoduji s odpovidajicimi pismeny textu. V takovém piipadé vzor
zbéld a objevi se upozornéni na shodu. [Sorry: Upozornéni na shodu neni
zatim naprogramovdno)

Projdéte vzorem podél celého textu a urcete vSechny jeho vyskyty.

Jako znaky v textu i vzoru se pouzivaji velkd pismena anglické abecedy.
Text je mozno zménit knoflikem Novy text. Novy text se vytvoii v zavislosti
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na volbé na ovladaéi jako zcela ndhodna posloupnost symbola abecedy (v
takovém pripadé je ovSem pfi delsim vzoru malo pravdépodobné, Ze se vzor
v textu alespon jednou vyskytne) a nebo jako vstup se zarucenymi vyskyty
vzoru. Volba mezi témito moznostmi se provadi prislusnou volbou na ovladagdi.

V pripadé zarucenych vyskyti se do textu nejprve do ndhodnych poloh
tolikrat zapise vzor, kolik je ¢islo v poli Vzoru a potom se nedoplnéné polohy v
textu ndhodné doplni symboly abecedy. (Vpisuje-li se vice kopii vzoru, mohou
nové kopie prepsat staré, a proto skuteény pocet vyskyti mize byt mensi nez
bylo pozadovano. To nastane napriklad vzdy, kdy by se pozadovany pocet
vyskytu vzoru do textu dané délky bez prekryvani nevesel. Na druhé strané
miuze zcela vyjimec¢né nastat i pripad, ze ndhodné na doplnéni pridané znaky
vytvori dalsi kopie vzoru).

Libovolny znak vzoru nebo textu se také mize zménit tak, ze se policko, ve
kterém se nachdzi, aktivuje mysi (zméni barvu na fialovou) a pak se klepne na
libovolnou klavesu pfedstavujici pismeno (mald a velkd pismena se nerozliSuji
a zobrazuji se jako velkd, nepismenové klavesy jsou neaktivni).

Knoflik Novy vzor vytvoii novy vzor s ndhodné generovanymi znaky.
Pokud jsou pozadovany vyskyty vzoru v textu, soucasné s vytvorenim nového
vzoru nebo prepsanim nékterého jeho znaku se vytvori i novy text.

Zkuste si ruzné varianty vytvareni textu a vzoru a pro kazdé nastaveni
také hledani vyskyti vzoru v textu.

Scéna: Plovouci vzor

Pokud by se hledaly vyskyty vzoru tak, ze pro vSechny jeho polohy vzhle-
dem k textu se porovnaji vSechny jeho znaky s odpovidajicimi znaky textu,
byl by vysledkem pomaly a neefektivni algoritmus. Cilem tohoto appletu je
ukazat rychlejsi a ispornéjsi algoritmus, ktery nezavisle objevili Knuth s Prat-
tem a Morris. Tato scéna zatim pouze predstavuje grafické prostredky, které
budou pouzity pro jeho vyklad.

S textem se zde manipuluje stejné jako ve scéné predchozi, ale vzor je
zobrazovan jinak. Na pocatku je vzor nad nejlevéjsimi nepfectenymi znaky.
Jelikoz pole vzoru jsou nad nepfectenymi znaky, algoritmus nemuze zjistit,
zda se shoduji se znaky textu, které jsou pod nimi a proto se barva podkladu
téchto poli neméni (i kdyby se dodatecéné zjistilo, ze tam doslo ke shodsé).

Precteni nového znaku v textu je obecné rozlozeno do dvou fazi, které ale
budou nékdy provedeny najednou.

Ctect faze precte novy znak textu (nejlevéjsi z nepfectenych) a zobrazi jej na
cerveném pozadi,

dokoncovaci fdze prevede pravé precteny znak k prectenym (a zméni v sou-
vislosti s tim barvu jeho pozadi). Piecteni znaku je znazornéno tak, Ze se text
posune o 1 pole doleva, takze se pole s prectenym znakem piesune nalevo od
kurzoru.
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Ve cteci fazi bude ¢ervené pole textu, ve kterém je ¢teny znak, nazyvano
aktivni.

Vzor neni nepohyblivy jako v piedchozi scéné, ale mtize se podél textu
presné vymezenym zpusobem posouvat. Jak jiz bylo feceno, jeho zdkladni
poloha je ta, ze jeho nejlevéjsi znak se kryje s nejlevéjsim neprectenym znakem
(takZze se nalevo opird o kurzor).

Ve cteci fazi se poloha vzoru neméni, ale jestlize se v prubéhu cteci faze
zjisti, Ze pravé preCteny znak se shoduje s nad nim lezicim znakem kurzoru,
pak se v néasledujici dokoncujici fazi vzor posune o jedno pole vlevo také (je
“zachycen” textem). Ta ¢ast vzoru, kterd vyéniva vlevo od kurzoru se tedy
vzdy shoduje s textem pod nim. V krajnim pripadé, kdy se cely vzor posune
do oblasti vlevo od kurzoru, to znamend, ze byl nalezen vyskyt vzoru v textu.

Dobre si povsimnéte, ze znaky v té ¢asti vzoru, ktera je nalevo nad jiz pre-
¢tenym textem predstavuji soucasné prefiz vzoru (tedy jeho pocétecni tisek),
ale také suffiz pfe¢teného textu (tedy jeho koncovy tusek).

Jestlize se v prubéhu ¢teci faze zjisti, ze pravé precteny znak se neshoduje s
nad nim leZzicim znakem vzoru, pak v dokoncujici fazi vzor “sklouzne” vpravo
tak, aby se vSechny znaky vzoru, které lezi vlevo od kurzoru, shodovaly s
pod nimi lezicimi znaky textu. Pokud je moznosti takového sklouznuti vice,
zvoli se nejkratsi sklouznuti, neboli nejdelsi mozné vysunuti vzoru vlevo od
kurzoru, pfi kterém je vysunuta ¢ast vzoru shodna s textem pod nim.

Za sklouznuti se povazuje i to, ze vzor, ¢astecné vysunuty doleva, zlustane
v dokoncovaci fazi stat, zatimco se text posune vlevo, protoze i to je zména
relativni polohy textu a vzoru.

Cilem této scény neni ukézat, jak se zjisti, jak dlouhé ma sklouznuti vzoru
byt. Vypocetné (i kdyz ne myslenkové) jednoduchy zpisob zjistovani délky
nejkratsiho sklouznuti je podstatou Knuth-Morris-Prattova algoritmu a bude
podrobné popsan v nasledujicich scénach. V této scéné urcovani délky sklouz-
nuti provadi Algovize. Moznéa se vam podari na princip algoritmu prijit jiz
nyni; pokud ne tak nezoufejte, opravdu to neni zcela prosté.

Velmi ¢asto se ovsem stane, ze po posunuti textu v souvislosti s pfectenim
znaku pro zadnou polohu vzoru vy¢nivajictho vlevo pres kurzor nenastava
shoda vSech vyc¢nivajicich znakid vzoru s odpovidajicimi pfecCtenymi znaky
textu. V tomto specidlnim pripadé pak musi vzor sklouznout do zakladni
polohy, ve které je vpravo od kurzoru zarovnan proti dosud nepfectenym
znakdm.

Stav vypoctu bude ¢islo, které v kazdém okamziku vypocétu udava, o kolik
policek je vzor posunut proti své zakladni poloze, tedy kolik jeho poli je nalevo
od kurzoru nad jiz prectenymi znaky textu. Je to tedy celé ¢islo v rozmezi
mezi 0 a délkou vzoru (v€etné téchto krajnich mezi). Vzor je v textu nalezen
praveé tehdy, kdyz stav vypoctu je roven délce vzoru a nalezeny vyskyt je pak
na obrazovce nakreslen v textu vlevo od kurzoru. V této scéné i v nékolika
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dalsich je stav vypoc¢tu numericky udan na obrazovce.

Zkuste si nyni znovu vyhledavani vzoru a podrobné sledujte, jak se vzor
“zachytava” textu, pokud dochazi ke shodé se ¢tenymi znaky textu a jak
“sklouzéva” vpravo do nejblizsi shody s textem nebo, velmi casto, do své
zékladni polohy.

Scéna: Prefizy vzoru

V této scéné je vzor zobrazen nikoli jednou jako v pfedchozich scénach, ale
v nékolika kopiich (o 1 vice nez je pocet znakl vzoru) v riiznych horizontél-
nich polohach. Spodni kopie se cela nachazi nad dosud neprectenym textem a
dotyka se na své levé strané linie kurzoru. Kazda dalsi kopie je o jednu troven
vyse a o jedno pole vlevo, takze nejvyssi kopie je celda nad prectenym textem
a dotyka se linie kurzoru svou pravou stranou. Na rozdil od minulé scény jsou
kopie vzoru nepohyblivé.

Povsimnéte si, ze kopie vzoru jsou proti textu v pravé vSech polohach, ve
kterych se mohl nachézet plovouci vzor v minulé scéné.

Pro usnadnéni popisu zavedu nasledujici ndzvoslovi: uvazujeme-li nékterou
kopii vzoru, pak soubor jejich poli, které se nachazeji nad jiz prectenym tex-
tem, bude oznacovan jako prefix a pole, které nasleduje bezprostiedné vpravo
fazi) budeme nazyvat ndsledné pole prislusného prefixu. Znak v ndsledném
poli budeme nazyvat ndsledny znak. (Obecné se prefixem nazyva jakakoliv
souvisld ¢ast kopie vzoru, kterd zacinad prvnim znakem vzoru, ale zde budu
vyraz prefix pouZivat pouze tak, jak bylo uvedeno).

Prefixy jsou modré nebo bilé, nasledné pole prefix jsou Sedd a zbyvajici
¢asti kopii vzoru jsou skoro ¢erné. Délka vyobrazenych prefixtii roste od 0
(spodni prefix) az po délku vzoru (horni prefix, ktery je pfimo roven vzoru).
Postoupime-li nahoru o jednu vrstvu, zvysi se délka jejitho prefixu o 1.

Jak jste si jisté povsimli, prefix ma bilé pozadi pravé kdyz se vSechny
jeho znaky shoduji s textem pod nim. Takovy prefix budeme nazyvat shodny.
Prefix, ktery neni shodny, ma cely modré pozadi (bez ohledu na to, Ze nékteré -
ale ne vSechny - jeho znaky se mohou shodovat s odpovidajicimi znaky textu).

Nejnize polozeny prefix (s nulovou délkou) je shodny vidy a to z trivialnich
davod: neobsahuje zadné pole, které by se pripadné mohlo neshodovat s
textem.

Nyni velmi dulezité pozorovani, které dava do souvislosti predchozi scénu
s plovoucim vzorem a tuto scénu. Kopie vzoru, ve které lezi nejdelsi shodny
prefix, je v dané situaci horizontalné umisténa stejné jako v minulé scéné
plovouci vzor; délka nejdelsiho shodného prefixu je rovna stavu vypoctu. Tato
kopie vzoru je vyznacena ukazatelem. Projdéte si znovu hledani vzoru v textu
a zaméite se na sledovani této korespondence. V nasledujici scéné se budeme
dale a podrobnéji timto pohledem na ¢innost algoritmu zabyvat.
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Scéna: Rozsititelnd shoda

7 vypocetniho hlediska je netinosné v kazdém kroku znovu urcovat, které
prefixy jsou shodné, porovnavanim vsech policek vSech prefixii s odpovida-
jicimi policky textu. Jestlize vSak zname vSechny shodné prefixy v jistém
okamziku vyhledavani, je snadné a rychlé zjistit, které prefixy budou shodné
v nasledujicim kroku.

Jak jiz bylo feceno vyse, je z trividlnich divodu vzdy shodny prefix délky
0. Vsechny dalsi shodné prefixy se ur¢i na zdkladé nasledujiciho jednoduchého
pozorovani.

Na obrazovce jsou stejné jako v predchozi scéné nakresleny kopie vzori
umisténé stuprovité nad sebou a jejich prefixy, lezici nad jiz prectenym textem
jsou opét bilé nebo modré podle toho, zda jsou nebo nejsou shodné. Nasledné
znaky prefixt jsou Sedé. Ve ¢teci fazi ale barevné oznacovani naslednych poli
prefixii pozménime: pole, které obsahuji znak shodny s ¢tenym znakem textu
(znak v aktivnim ¢erveném poli), zezloutnou, ostatni zistavaji Sedé.

Jestlize nyni je ve ¢teci fazi prefix délky k shodny (tedy nakreslen bile) a ve
Cteci fazi zjistime, Ze jeho nasledny znak je shodny s pravé ¢tenym znakem (coz
je oznaceno 7zlutou barvou pole, ve kterém se nachdzi), pak je po dokonceni
bezprostiedné nasledujici dokoncovaci faze shodny prefix délky k + 1, coz je
vlastné puvodni prefix délky k& doplnény o zluté pole. Pravé popsany jev je
pfi animaci podtrzen tim, Ze bily shodny prefix délky k s nasledujicim zlutym
polem se posunou Sikmo doleva vzhiru do polohy (k + 1)-niho prefixu.

Projdéte si algoritmus znovu a sledujte zmény shodnosti prefixt v prubéhu
vypoctu.

Scéna: Predzpracovdni

V predchozi scéné nas zajimalo prilis mnoho informace, kterou ve skutec-
nosti nepotiebujeme. Tato scéna ukazuje pouze stav vypoctu, ktery byl vyse
definovan jako délka nejdelsiho shodného prefixu, a ve Cteci fazi také ¢teny
znak. Automaticky také predpokladame, Ze je znam vzor. Naopak predpo-
kladame, Ze text znam neni - na pocatku jsou textova pole prazdnd. Prefixy
vzoru jsou tmavé Sedé - tato barva oznacuje, ze jsme se dosud nepokusili ur-
¢it, které z nich jsou shodné a které nikoli. Krokovani v této scéné knoflikem
Dalsi neukazuje vypocet, ale dedukci, kterda ukazuje postupné informace, jez
je z téchto ildaji mozno odvodit.

Zname-li stav, vime, ktery je nejdelsi (neboli nejvyse nakresleny) shodny
prefix. Po prvnim stisknuti knofliku proto zbéla prefix v té kopii vzoru, ktera je
urcena stavem vypoctu. Delsi prefixy (pokud existuji) se zbarvi tmavé modie,
protoze o nich zase vime, ze shodné nejsou, protoze jsou delsi nez udava stav
vypoctu.

Prefix udany stavem vypoctu zbélal, protoze vime, zZe je shodny s textem.
To nam ovsSem tika, jaké jsou v takovém piipadé v textu symboly, které lezi
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pod bilym prefixem. Po druhém stisknuti knofliku se proto tyto symboly v
textu objevi.

Znalost symbolt, které se objevily v textu, nam také umozni jednoznacné
urcit, které z prefixt kratsich nez je stav vypoctu jsou shodné a které ne,
protoze zname vsechny symboly textu, které pod nimi lezi. Po dalsim klepnuti
knofliku se tedy dosud tmavé Sedé kratsi prefixy zbarvi bile nebo modie podle
toho, zda jsou nebo nejsou shodné.

Jestlize tedy je znam vzor a stav vypoctu, lze urcit, které kopie vzoru se
castecné shoduji s textem, aniz by o textu bylo cokoli znamo. Toto je zdkladni
pozorovani, na kterém je zaloZen popisovany algoritmus.

Predpokladejme nyni, Ze zname nejen stav vypoctu, ale i symbol, ktery je
precten v Cteci fazi. Klepnéte na knoflik Dalsi po ¢tvrté a v aktivnim misté
textu se objevi pismeno. V tento okamzik je mozno urcit pro vSechny kopie
vzoru, zda se obsah jejich nasledného pole shoduje s prectenym cCervenym
znakem textu, ktery je primo pod nimi. Klepnéte na knoflik po paté a nasledna
pole obsahujici shodné pismeno zezloutnou.

V tento okamzik jsme jiz schopni urcit, u kterych shodnych prefix se
shoda da rozsitfit o precteny symbol. Jsou to prefixy, které jsou bilé a vpravo
od sebe maji zluté pole. K nejdelsimu z nich se po dalsim klepnuti presune
Sipka, kterd dosud oznacovala prefix udany stavem vypoctu. Klepnéte jesté
jednou a animovanym zpusobem se provede provadéci faze a situace, kterou
jsme predvidali, se explicitné zobrazi. Sipka oznacuje novy stav vypoctu, ktery
byl uréen pouze ze znalosti pfedchoziho stavu vypoctu a precteného symbolu.

Pokud tedy mame plnou informaci o vzoru, pak ze znalosti stavu vypoctu
v jistém kroku a pravé precteného znaku textu lze urcit stav vypoctu v nasle-
dujicim kroku. Tuto funkci si v této scéné budeme tabelovat. Tabulka, ktera
je na obrazovce, mé fadky odpovidajici staviim vypoctu (celd ¢isla v rozmezi
od 0 do délky vzoru véetné) a sloupce odpovidaji znaktim abecedy (velkd
pismena A-Z anglické abecedy). Policko v aktudlnim fadku a sloupci je zvy-
raznéno zlutou barvou a po ukonceni vyse popsané dedukce se v ném objevi
¢islo stavu, do kterého prejdeme z aktualniho stavu daného fadkem tabulky,
ve kterém je zluté policko, pri ¢teni symbolu daného sloupcem obsahujicim
zluté policko.

Po ukonceni dedukce klepnéte na jiné policko tabulky a mizete cely postup
opakovat. Predzpracovani pro prohledavani, o kterém bude fe¢ v nasledujici
scéné, spociva v doplnéni celé tabulky tak, jak jsme to praveé ukazali. Mozna ze
vas spravné napadne, ze by se tabulka dala vyplnit s mensi namahou, pokud
bychom vhodnym zptisobem vyuzivali hodnoty v nékterych polickach tabulky
pro urceni dalSich jednoduseji nez opakovanim pravé probraného postupu. Al-
goritmus z nasledujici scény ale jesté neni cilovy Knuth-Morris-Prattiav algo-
ritmus; v ném celd tabulka potfeba nebude a proto se nebudeme snazit jeji
urceni optimalizovat.
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Scéna: Konecny automat

Tato scéna je malou odbockou ve vykladu Knuth-Morris-Prattova (KMP);
predstavuje postup, ktery je velmi rychly, ale za cenu velkého plytvani paméti,
pokud je abeceda, pouzitd pro napsani textu, vétsiho rozsahu. Algoritmus
KMP pak za cenu jen velmi mirného zpomaleni vypoctu toto plytvani zcela
odstrani.

Vyrazem “koneCny automat” je minéna tabulka, kterd byla konstruovana
v pfedchozi scéné (Gtendf, obezndmeny s pojmem koneéného automatu jisté
bude védét prod¢, ostatni af si prosté misto “konecény automat” dosadi slovo
“tabulka”).

Postup mé dveé faze. Prvni z nich je predzpracovani, které vytvori tabulku
tak jak bylo popsano v predchozi scéné. Jak bylo feceno, k vytvoreni tabulky
staci znat vzor, informace o textu neni nutna. (To mé vyhodu v tom, Ze pokud
vyhledavame tyz vzor ¢astéji ve vice textech, staci predzpracovani provést jen
jednou.) V této scéné se pro dany vzor objevuje tabulka jiz hotova.

Cilem této scény je ukazat vyhledavani za pomoci konecného automatu,
vyuzivajiciho sestrojenou tabulku. Projdéte si vypocet; pak zatrhnéte volbu
Skryj nepotiebné a projdéte vypocet jesté jednou. Nyni budete sice mit
plnou informaci o hodnotach v tabulce, ale pismena vzoru nejsou zobrazena
(veskera potiebna informace o vzoru je v tabulce a tedy puvodni vzor uz
nepotiebujeme - zkuste prijit na to, jak vzor z tabulky rekonstruovat, pokud
bychom ho tfeba zapomnéli) a z textu je vzdy ukdzan pouze ¢teny symbol (ten
nam fika, do kterého sloupce se podivat). Uvidite, Ze prubéh stavu vypocétu
je opravdu mozno odvodit pouze z této informace, tedy znalosti tabulky a
¢teného symbolu.

Pokud je pouzitd abeceda velkd (napiiklad Unicode), pak faze predzpra-
covani muze byt velmi dlouhd, protoze tabulka ma tolik sloupct, kolik je
symbolu abecedy, ale jakmile je tabulka hotova, je vyhledavani odpovidaji-
ctho vzoru mimotfadné rychlé: pro dany stav a ¢teny symbol se podivame do
tabulky a ihned vidime, jaky bude nasledujici stav. Cely vypocet spociva tedy
v tolika pohledech do tabulky, kolik mé pismen text, ve kterém vyhledavame.
Pritom si pouze staci uvédomit, ze vyskyt vzoru v textu je nalezen prave kdyz
stav vypoctu je dan ¢islem rovnym délce vzoru.

Scéna: Knuth-Morris-Prattiv algoritmus - zakladni myslenka

Nevyhodou konecného automatu z predchozi scény je neefektivni pouziti
velké tabulky, coz je jednak plytvani pameéti a také znamenad mnoho préce
ve fazi predzpracovani. Na prvni pohled je patrné, Ze velkd ¢ast hodnot v
tabulce je rovna 0, coZ znamena, zZe se zaddny shodny prefix nepodafilo rozsifit
o dalsi shodny znak. Jisté citite, ze tabulku by bylo mozno zkomprimovat.
Knuth-Morris-Pratttv algoritmus nevyhodu konec¢ného automatu odstranuje
za cenu mirného zpomaleni vypoctu.
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Jak jsme vidéli, urceni stavu vypoc¢tu v nasledujicim kroku vypoctu se ze
znalosti souc¢asného stavu vypoctu a ¢teného symbolu provede takto: postupné
se prochézi shodné prefixy od nejdelsiho (s délkou rovnou stavu vypoctu) az
po nejkratsi (s nulovou délkou) a pro kazdy se ovéii, zda ¢teny symbol textu
umoznuje shodu prefixu rozsifit o jeden znak. Jestlize alespon jeden takovy
prefix existuje, pak nejdelsi z nich urcuje stav v nasledujicim kroku - ten bude
o 1 vétsi nez je jeho délka, protoze se délka tiseku shody prodlouzi o 1. Na
druhé strané pokud zadny shodny prefix se neda rozsirit o ¢teny znak, pak
bude v nasledujicim kroku stav 0.

Algoritmus pracujici s kone¢nym automatem tuto analyzu provadi ve fazi
predzpracovani; musi se proto pripravit na vSechny mozné ¢tené symboly.

Knuth-Morris-Pratttv algoritmus tuto ¢innost neprovadi pred samotnym
probirdnim textu v predzpracovani vzoru, ale (pro Gsporu mista) az pfi pro-
chézeni textem. Aby ale vypocet nebyl prilis zpomalen, pFipravi si algoritmus
dopredu, pouze ze znalosti vzoru a pred samotnym prohledavanim textu, pro
kazdé celé k v rozmezi od 0 do délky vzoru véetné znak G(k) a cislo F'(k),
které budou neustale potiebné:

e G(k) (pro k mensi nez délka vzoru) je znak, ktery musi byt ve ¢teci fazi
preCten, aby se shoda prefixu délky k mohla rozsitit na shodu prefixu
délky k+1, a

e (k) (pro k > 0) je délka nejdelsiho z prefixti kratsich nez k, ktery je
shodny, pokud je shodny prefix délky k.

Uvedené udaje jsou uvedeny v tabulce vpravo od kopii vzoru. Je jasné
vidét, ze G(k) neni nic jiného nez k+ 1-ni symbol vzoru. Z diive uvedené scény
o predzpracovani je jasné, ze i funkci F(k) miizeme urcit pouze ze znalosti
vzoru. V nasledujici scéné si ale ukdzeme, jak funkci F' vypocitavat tak, aby
bylo i pfedzpracovani co nejrychlejsi.

Knuth-Morris-Prattuv algoritmus symboly G a F' pro provedeni jedné ¢teci
faze pouziva takto:

Prochéazi shodné prefixy od nejdelsiho (s délkou rovnou stavu vypoc¢tu) po
nejkratsi (délky 0) a jakmile narazi na prefix, jehoz shoda se d4 rozsifit o ¢teny
znak (tedy jeho nasledny znak je roven ¢tenému znaku), jako stav vypoctu
uréi o 1 zvySenou délku tohoto prefixu. Pokud se na takovy prefix nenarazi,
bude nasledujici stav vypoctu roven 0. JelikoZ nejblizsi kratsi shodny prefix
daného shodného prefixu se d& urcit pomoci funkce F', uvedeny postup se v
feci funkci G a F' da preformulovat takto:
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polozime k rovno stavu vypoctu;

potom dokud G(k) je rtizné od ¢teného znaku a k > 0 provadime k — F(k);
po vyskoku z cyklu v ptipadé, ze G(k) je ¢teny znak, polozime novy stav
vypoctu roven k + 1;

jinak novy stav vypoctu je 0.

Projdéte si nyni vypocet algoritmu s tim, ze tabulky G a F' byly pfipraveny
systémem, a sledujte jeho prubéh.

Scéna: Chybovd funkce - vgpocet

V této scéné si ukazeme, jak se funkce G a F' z predchozi scény vyhodné
urci. Lze to provést v etapé predzpracovani, kdy zname vzor, ale nezname
text, ve kterém budeme jeho vyskyty urcovat.

Sloupec udévajici funkci G se vyplni jednoduse: zdola nahoru se do ného
vepiSe vzor (a nejvyssi pole je prazdné). Je to tim, Ze tento sloupec je roven
Sedému sloupci naslednych znak, ktery je v systému kopii vzoru na obrazku
nakreslen nad ¢tenym znakem textu a z toho, jak jsou prefixy uspotradéany je
ziejmé, Ze za prefixem délky k se nachézi nad ¢tenym znakem textu (k+ 1)-ni
znak vzoru.

To, ze lze i funkci F urcit jen ze znalosti vzoru bez informace o textu plyne
z uvahy, kterou jsme jiz provedli ve scéné o predzpracovani pro prohledavani
koneénym automatem: pokud méame informaci, ze prefix délky k je shodny,
pak vime, ze prvnich k znaki vzoru je shodnych s odpovidajicimi k naposledy
prectenymi vzory textu. Pak ale je mozné urcit pro kazdy prefix délky mensi
nez k, zda je shodny a mezi nimi nalézt nejdelsi; jeho délka pak bude udavat
hodnotu F(k).

Pro minimalizaci vypocetniho tsili pfi urcovani funkce F' je vSak potieba
tuto zékladni myslenku rozvinout vhodnym zpusobem. Hodnoty F'(k) bu-
deme urcovat postupné od nejnizsich hodnot argumentu k, tedy v poradi
F(0),F(1),F(2),..., takZe kdyz urc¢ujeme F(k), zndme jiz vSechny predcha-
zejici hodnoty F(0),..., F(k —1).

Vypocet F(k) je ilustrovan na obrdzku, kde jsou nakresleny kopie vzoru
a v nich obsazené prefixy a jejich néasledné znaky tak, jak byly kresleny v
predchozich scénach, dale bude nakreslen kurzor a svislice, ktera jim prochazi
(pro stanoveni referen¢ni polohy), ale nejsou zobrazeny znaky textu.

Scéna neukazuje vypocet funkce F' od zacatku, ale “z prostiedka”, pro
k =5, aby bylo mozno lépe vylozit myslenku vypoctu. Na zacatek vypoctu je
mozno se vratit opakovanym stisknutim knofliku Zpét nebo pfimo nastavit
nulu do pole K =.

Vypocet hodnoty F(k) sledujeme pomoci knofliktt Dalsi a Krok. Prvnich
nékolik stisknuti knofliku neni vlastni vypocet F'(k), pouze se postupné objas-
nuje situace, ve které vypocet probiha. Zde bude k dispozici knoflik Dalsi. Na
zacatku predpokladdme, ze k-ty prefix (oznaceny Sipkou) je shodny s textem.
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Prvni stisknuti knofliku ukéze znaky textu, které na zakladé této informace
Ize urcit. Je to k znaku, lezicich nalevo od kursoru. To ndm umozni urcit,
které prefixy kratsi nez k jsou také shodné. Po dalsim stisknuti knofliku se
tyto prefixy zvyrazni.

Nyni se podivame, jak situace vypadala o jeden krok vyhledavani dfive -
po stisknuti knofliku Dalsi se text posune o jedno policko zpét, tedy doprava.
Informace o textu nyni fika, kterych bylo poslednich k — 1 pfectenych znaku
a ktery znak bude prec¢ten. Vsechny pied stisknutim knofliku shodné prefixy
pfejdou nyni na shodné prefixy o jedno policko kratsi, které maji své nasledné
znaky (pfed chvili jesté své koncové znaky) rovny znaku, ktery bude precten.
Obecné se také objevi dalsi (v tento okamzik) shodné prefixy, jejichz shoda
ale neni rozsititelna o Cerveny znak v textu.

Ted vidime, jak urc¢it F(k): probirdme prefixy délky F(k — 1), F(F(k —
1)), F((F(k—1))),... neboli prefixy, které jsou v tento okamzik shodné a jsou
kratsi nez k — 1 tak dlouho, az narazime na prvni, jez lze rozsitit o Cerveny
znak v textu. Jestlize ¢ je jeho délka, pak F(k) = ¢ + 1. PovS§imnéte si, ze
pouzivame jen jiz znamych hodnot funkce F'. Od tohoto okamziku mame k
dispozici knoflik Krok, kterym si tento postup krokujeme. Zluta Sipka stale
oznacuje prefix délky k nebo jeho predchidce délky k — 1, ¢ervend Sipka uka-
zuje probirané prefixy. Nakonec se vratime do vychozi polohy textu a ¢ervena
Sipka udavé hodnotu F(k — 1).

Jisté vam neuniklo, ze vypocet hodnoty funkce F(k) pfi predzpracovani
i operace Knuth-Morris-Prattova algoritmu pro jeden c¢teny symbol béhem
samotného vyhledavani jsou si velmi podobny - v obou pripadech prochazime
prefixy délek udanych iteracemi funkce F' tak dlouho, dokud nenarazime na
rozSifitelny prefix.

Scéna: Knuth-Morris-Prattiv algoritmus - vgpodcetni sloZitost

Cteci faze v Knuth-Morris-Prattové algoritmu miiZze byt v nékterych pii-
padech rozlozena do mnoha krokti, protoze prochézime shora doli shodné
prefixy ve snaze nalézt takovy, jehoz shoda se da rozsifit. Sledujte ale Sipku,
ktera stale ukazuje na shodny prefix, uvazovany algoritmem.

V kazdé ¢teci fazi nejprve Sipka muze (ale nemusi) skakat smérem dola ke
krat$im prefixim a pak se mize (ale nemusi) v nasledujici dokoncovaci fazi
posunout. Doba potiebna pro provedeni celého prohledavani textu je timérna
poctu pohybti Sipky, protoze kazdy pohyb predstavuje jen provedeni nékolika
malo ptikazil programu.

Nahoru se sipka mutze posunout nejvyse jednou v kazdé z dokoncovacich
fazi a to pouze o jednu hladinu vyse. Jelikoz dokoncovacich fazi je tolik, kolik
je znakl textu, soucet délek posuni nahoru nemuze byt vétsi nez je pocet
znaka prohledavaného textu.

Pocet skoku dola ve c¢tecich fazich ale nemuze byt vétsi nez soucet délek
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posuni nahoru v dokoncéovacich fazich, protoze Sipka zacind v nejnizsi hlading,
jeden skok dolu je alespori o jednu hladinu nize, ale Sipka se nemiize dostat
pod zékladni hladinu. Obrazné feceno, mame-li provést nékolik skoku dolt,
musime vySplhat dostateéné vysoko v krocich, jejich Cteci faze nezahrnuje
zadny skok, ale dokoncovaci faze leze vzhuru.

Z toho plyne, ze i pocet posunti Sipky nahoru, i pocet jejich skokt dolu neni
vétsi nez je délka prohledavaného textu a tedy doba, potfebna k prohledani
textu je tmérna jeho délce.

24.2 Algoritmus Aho-Corasickové

Algoritmus Aho-Corasickové je zobecnéni Knuth-Morris-Prattova algoritmu
pro piipad, ze je dano nékolik vzori a hleddme najednou vSechny jejich
vyskyty v textu. Pro delsi text je algoritmus vyrazné rychlejsi nez opakovani
prohledavani pro kazdy vzor zvlast. Algoritmus muze byt uziteény napiiklad
kdyz podle ného pracuje server, ktery ma dlouhy text ve kterém se vyhledava,
a mnozstvi uzivatel mu posild s vysokou frekvenci pozadavky na vyhledani
zvolenych slov (vzorti). Pak muze byt z ¢asovych divodd vhodné nehledat
kazdy vzor zvl4st, ale vzory, které dorazily béhem jistého ¢asového intervalu
vyhledavat najednou davkovym zptisobem.

Scéna: Vzory

Vzory, které vyhleddvame v nasem prikladu, jsou po radcich napsany v levé
casti obrazovky. Jsou voleny tak, aby se ukazaly zakladni problémy, které pii
pro jejich vzajemné vztahy mohou nastat.

Z vykladu o Knuth-Morris-Prattové algoritmu jiz vite, Zze nas zajimalo,
zda nékolik poslednich znakt jiz prec¢teného textu nepiedstavuje prefix vzoru.
Takovych prefixi mohlo byt vice najednou, ale kazdy z nich jinak dlouhy
a tedy nejdelsi z nich byl uren jednoznacné. Zde vSak, pokud by precteny
text kondil znaky XF1I, je takovym Fetézcem I jako prefix slova IFINA, ktery
ma délku 1, a pak Tetézec FI (délky 2), ktery ale je soucasné prefixem vzoru
FIFINA i vzoru FINANA. Tato nejednoznac¢nost by komplikovala konstrukci
vyhledavaciho algoritmu.

Algoritmus Aho-Corasick si proto vzory usporada do stromu, ktery bu-
deme nazyvat strom prefizd (z divoda vysvétlenych v nésledujici scéné) ktery
se nachézi v pravé dolni ¢asti obrazovky. Strom je zkonstruovan tak, ze cesty
z kotene do vrcholt, které jsou tmavé, odpovidaji navzajem jednoznacné vzo-
ram, které maji byt vyhledavany. Je tim minéno to, ze posloupnost pismen,
které precteme, jdeme-li z kofene do daného tmavého vrcholu, je rovna nékte-
rému vzoru. (Kofen jako jediny neni oznac¢en pismenem - symbol A, ktery je v
ném zapsan je v souladu s béznou praxi pouzit pro “nulovy” nebo “prazdny”
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znak; prazdny znak neuvazujeme.) Klepnéte mysi (levym knoflikem) na né-
ktery tmavy vrchol stromu - zvyrazni se cesta do tohoto vrcholu z kofene
stromu, ale také vzor, ktery této cesté odpovida - zkontrolujte, Ze posloupnosti
pismen jsou stejné. Naopak klepnete-li na néktery vzor, zvyrazni se zvoleny
vzor, ale také odpovidajici cesta do tmavého vrcholu ve stromu.

Povsimnéte si, ze vSechny listy stromu jsou za vSech okolnosti tmavé, tedy
odpovidajici vzorim. Normalné zadné vnitini vrcholy tmavé nejsou - tak je
tomu naptiklad v tvodnim Pfikladu 1. Pokud ale na ovladaci zvolite Priklad
2, uvidite, ze jestlize jeden ze vzort prefixem jiného vzoru (v Piikladu 2 je
vzor FIFI prefixem vzoru FIFINA), pak jemu odpovidajici tmavy vrchol je (a
musi byt) vnitinim vrcholem stromu, ktery lezi na cesté, odpovidajici delsimu
VZOru.

Priklad 3 jde jesté dale: dva ze vzortu jsou shodné. Takovym stejnym vzo-
rim pak odpovida jediny (tmavy) vrchol stromu; kdyZ jej poklepete zvyrazni
se shodné vzory oba. Tato nejednoznac¢nost neptinasi zadné zvlastni kompli-
kace; vyhledavani je fizeno stromem a jen si poznacime, ze pokud najdeme v
textu vzor odpovidajici takovému tmavému vrcholu stromu, nasli jsme vlastné
vzory dva (nebo nékdy i vice).

Priklad 4 je naopak jednoduchy, obsahuje jeden vzor, V tomto pripadé
se algoritmus Aho-Corasick redukuje na predchozi algoritmus Knuth-Morris-
Pratt. Je ziejmé, ze tvar stromu je trividlni, takze pro jednovzorové vyhleda-
vani nebylo tFeba strom prefixti viibec zavadét.

Nyni si také miizete vzory meénit a sledovat, jak se méni tvar odpovidajiciho
stromu. Pokud se na nékteré pole v tabulce vzora klepne pravym knoflikem
mys$i, pole se aktivuje (zméni barvu) a znak v poli 1ze piepsat. Misto napséni
znaku je ale mozno stisknout klavesu Delete, ¢imz se aktivni pole a s nim i
vSechna pole vpravo od néj vymazou, a pokud aktivni bylo nejlevéjsi pole v
fadce, je vzor ze seznamu odstranén (pozor, Undo neni implementovano).

Pokud se klepne pravym knoflikem tésné vpravo od vzoru, do mista kde
by se nachéazelo pripadné dalsi pole vzoru, pak se takové pole vytvori jako
prazdné (bez doplnéného znaku) a soucasné se aktivuje, takze je mozné znak
vzapéti vepsat podle tivahy uzivatele, ¢imz se soucasné vytvori dalsi prazdné
aktivni pole a tak se pokracuje az do stisku klavesy Delete a nebo akce mysi.

Podobné klepne-li se pravym knoflikem mysi pod prvni (nejlevéjsi) pole
spodniho vzoru, vytvori a aktivuje se prvni pole nového vzoru, ktery je pak
mozno podle potfeby dopsat. Pro dopisovani jsou aktivni pouze klavesy pred-
stavujici pismena anglické abecedy (a Algovize mald pismena konvertuje na
velkd) a klavesa Delete se specialni vySe popsanou funkci.

Je také mozno stisknout knoflik Nové vzory a Algovize vytvori nahodné
tolik vzoru, kolik je hodnota v poli PoCet vzoru a jejich délka je ndhodné
volena az do maximalni délky urcené polem Max. délka. Nahodny soubor
vzoru ale obvykle nedava prilis zajimavy strom, takze tato volba je spi$ urcena
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pro vytvoreni Sablony, ve které pak znaky rucné prepisujeme.

Scéna: Prefixy vzori

Tato scéna je velmi podobnd piedchozi, ale zajimaji nas nyni prefixy vzoru
a ne celé vzory. Klepnéte mysi (levym knoflikem) na libovolné pole v tabulce
vzorid nalevo. Zvyrazni se prefix vzoru ve zvoleném radku, ktery zacina jeho
nejlevéjsim polem a koncéi zvolenym polem. Soucasné se zvyrazni cesta z kofene
stromu nakresleného vpravo do nékterého jeho vrcholu; je vybrana tak, aby
znaky, které ¢teme, jdeme-li po ni od kotene dévaly zvoleny prefix. Strom je
sestrojen tak, aby takova cesta vzdy existovala. Je zfejmé, ze muize byt jen
jedna, protoze zadny vrchol stromu nemé dva rtizné syny nesouci stejny znak.
Miize se stét, ze zvoleny prefix je zaroven prefixem jiného vzoru (napft. kdyz v
Piikladu 1 zvolite prefix FI). Takovy prefix se pak zvyrazni také; je ale jasné,
Ze obéma (nebo vSem) odpovidé jedinad cesta ve stromu. To je také divod,
proc¢ se strom vytvari - je to vlastné komprese tabulky vzort takova, ze kazdy
prefix libovolného vzoru se objevi v jednoznac¢né uréené poloze.

Klepnéte nyni na néktery vrchol stromu: zvyrazni se cesta z kotfene do
zvoleného vrcholu a také se v tabulce vzortu, nakreslené vlevo, zvyrazni pre-
fix (nebo prefixy) odpovidajici zvolené cesté ve stromu. Kazdému vrcholu
stromu odpovida prefix alesponl v jednom vzoru (pochopitelné v ramci jed-
noho vzoru je jednozna¢né urcen délkou). Zvolite-li ovSem kofen, pak jemu
odpovidé prazdny prefix, jehoz zvyraznéni v tabulce vzort neni poznat.

Zkousejte si korespondenci prefixti a cest ve stromu pro Piiklady 1-4 i pro
soubory vzord, které si sami vytvorite.

Jelikoz tedy vrchol stromu a prefixy vzori si navzajem jednoznacné odpo-
vidaji, budu v dalsim trochu nepfesné o vrcholech stromu mluvit pfimo jako
o prefixech vzoru.

Jestlize s je vrchol stromu a a je symbol abecedy, pak pokud vrchol s ma
néslednika s’ oznaceného symbolem a, pak s’ budeme oznacovat jako G(s,a).
Pokud takovy naslednik neexistuje, bude vyraz G(s,a) nedefinovan. Jestlize
se na s divame jako na prefix, pak je-li G(s,a) definovano, znamena to, ze s
je vlastni prefix nékterého vzoru, ktery je mozno prodlouzit o symbol a na
Fetézec, ktery je také prefixem tohoto vzoru. Pokud tato situace pro zadny
vzor nenastava, G(s,a) neni definovano.

Scéna: Vytvoreni stromu

I kdyz asi jiz tusite, jak se strom odpovidajici mnoziné vzort da vytvorit,
tato scéna to explicitné ukaze, jak je to mozno udélat. Konstrukei si krokujte
knoflikem Krok nebo Skok, které maji i své odpovidajici knofliky Zpét.
Poznamenavam, ze se konstrukce da provadét i jinak, napf. probirat nejprve
prefixy délky 1, pak 2, atd.
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Na zacatku je dana tabulka vzord a ze stromu je nakreslen jen kofen,
odpovidajici prazdnému prefixu (prefix délky 0). Nejprve projdeme v tabulce
prvni vzor a v podstaté jej jen prepiseme do vytvareného strumu jako cestu
povésenou pod kofenem.

Pfedpoklddejme nyni, ze jsme jiz prosli jeden nebo vice vzorid v seznamu
a zaciname prochazet novy. Pocinajice od kofene stromu se pokousime ve
stromu jit po cesté oznacené stejnymi pismeny jako nachézime ve stromu. Po-
kud se to dafi, strom neménime, jen v ném postupujeme dal. Jakmile ale z né-
kterého vrcholu nemtizeme postupovat dal do vrcholu oznac¢eného aktualnim
pismenem ve vzoru, vytvorime ve stromu novou vétev, do které prepiseme
zbyvajici symboly vzoru. Do stromu se jiz nevracime, i kdyby to dale bylo
mozné. Myslim, ze konstrukce stromu je z appletu dostatec¢né zfejma. Zkuste
si konstrukei pro Priklady 1-4 i pro soubory vzort dle vlastni volby.

Scéna: Funkce OUT

V této scéné je opét mozno ménit mnozinu vzori a Algovize ukazuje odpo-
vidajici strom prefixti. Vrcholy stromu (s vyjimkou kofene) ale nyni obsahuji
tfi pole; v prostfednim je zapsan znak, tak jak tomu bylo v predchozich scé-
néach. V levém poli jsou poradova ¢isla vrcholti, pouzivana vyhradné pro jejich
identifikaci jako jejich jména.

Vyznam pravého pole je nasledujici: jak jsme fekli, vrchol stromu lze po-
vazovat za prefix s nékterého vzoru nebo vzord. V pravém poli je vypsano
poradové ¢islo vSech vzori, které jsou sufixy fetézce s. Informace v pravém
poli vrcholu s je obvykle oznacovana jako OUT(s).

V ptipadé tmavého vrcholu je s dokonce rovno nékterému vzoru (a tedy
je také jeho sufixem) a proto tento vzor je v OUT(s) uveden. Pokud tabulka
vzori obsahuje néekolik identickych vzort, pak jsou vsechny uvedeny v poli
OUT odpovidajiciho vrcholu stromu. Na druhé strané pole OUT svétlych
vrcholi stromu je obvykle prazdné.

V nékterych pripadech ale néktery prefix s (bez ohledu na to, zda je roven
vzoru, tedy odpovidd tmavému vrcholu nebo je vlastnim prefixem vzoru, tedy
odpovida svétlému vrcholu) zahrnuje jako vlastni sufix néktery jiny vzor s'.
V takovém piipadé vzor s’ je zahrnut v OUT(s).

Obecné proto OUT(s) muZe zahrnovat referenci na vice vzortt a pole
OUT (s) svétlého vrcholu stromu mtize byt neprazdné, i kdyz tyto piipady
jsou spise vyjimkou.

Zkuste si opét sledovat tvar stromu a predevsim funkci OUT pro ruzné
soubory vzori. Zkuste si predevsim preddefinované pripady; v nékterych OUT
pro nékteré vrcholy zahrnuje vice referenci. Zkuste si také takovy soubor vzoru
sami vytvorit.

Strom prefix doplnény o funkci OUT obsahuje vsechnu potfebnou infor-
maci o mnoziné vzoru. V dalsich scénéch sice vzory budeme stéle zobrazovat,



24.2. ALGORITMUS AHO-CORASICKOVE 279
ale jen pro informaci a pracovat budeme pouze se stromem.

Scéna: Plovouci strom prefizi

Tato scéna je pfimou analogii scény s plovoucim vzorem u Knuth-Morris-
Prattova algoritmu. Je zde nakreslen text s kurzorem, ktery je ¢ten a vybar-
vovan jak jiz bylo vysvétleno dfive. Nad textem je nakreslen strom prefixi, ale
bez korene a tak, ze vétve nepostupuji shora dolu ale zleva doprava zhusténym
zpusobem. Strom prefixt klouze ve vodorovném sméru tak, ze nejdelsi prefix
nékterého z vzoru (tedy nejdelsi cesta od neznézornéného korene do nékterého
vrcholu stromu), ktery je zaroveil sufixem precteného textu, je nastaven tak,
aby byl presné nad zminénym sufixem. Tato shoda je ve stromu znazornéna
zvyraznénim cesty odpovidajici prefixu a v textu zvyraznénim odpovidajiciho
sufixu. Cesta ve stromu prefixt je zvyraznéna bilou barvou, jeji posledni vrchol
budeme nazyvat stav vgpoctu. Na zakladé vyse uc¢inéné tmluvy o znasilnéni
néazvoslovi lze tedy stav vypoc¢tu piimo chapat jako prefix.

Bila barva pro zvyraznéni je volena pro zdtraznéni analogie se scénami o
Knuth-Morris-Prattové algoritmu. U tohoto algoritmu bylo stavem vypoctu
c¢islo. Je vam jisté zfejmé, ze to bylo cislo, které fikalo jak daleko je vrchol,
ktery je stavem vypoctu podle algoritmu Aho-Corasick, od kotene. V piipadé
jediného vzoru (kdy se strom prefixti redukuje na cestu) je toto ¢islo dosta-
tecné pro jednoznacné urceni vrcholu, predstavujiciho stav vypoctu jak byl
definovan v této scéné, pokud je ale vzoru vice, mize byt vice i vrcholu v
dané vzdalenosti od kofene a pro jednoznacné urceni stavu vypoctu jiz ¢islo
nestaci.

Podobné jako drive vede zpusob urcovani polohy plovouciho stromu k
tomu, ze v dokoncovaci fazi je strom fixovan s textem a posouva se o 1 pole
vlevo (pokud maximélni shoda prefix-sufix se rozsifuje o dalsi znak) nebo
sklouzne vpravo (popfipadé zistava stat, zatimco se text pohybuje). Nyni je
jisté ziejmé, Ze strom prefixii byl konstruovan tak, aby se sufixem precte-
ného textu se mohla shodovat nejvyse jedna nad nim lezici cesta ve stromu a
zacinajici v kofeni.

Strom prefixi i tabulka vzort jsou v dolni ¢asti pro informaci znazornény
také a je v nich také ukazano zvyraznéni prefixu a odpovidajici cesty s jedinou
vyjimkou: vrchol stromu predstavujici stav cesty neni tplné bily, ale slabé
ruzovy.

Pokud stav cesty (narizovély vrchol), ma neprazdnou informaci OUT, pak
byl nalezen vyskyt vzoru v textu. Jedné se o vzor (nebo vzory) s poradovym
¢islem pfimo danym informaci OUT naruzovélého vrcholu, predstavujiciho
stav vypoctu.

Povsimnéte si, Ze pokud dojde ke sklouznuti stromu prefixt vpravo, nova
zZvyraznéna cesta ve stromu nemusi byt isekem predchozi cesty shodné s tex-
tem, ale muze vybihat do zcela jiné vétve stromu.
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Scéna: Funkce F

Netrividlni je v predchozi scéné pouze jedno: jak urcit novou polohu plo-
vouciho stromu prefixt, pokud se aktuédlni shoda prefixu vzoru a sufixu precte-
ného textu neda rozsitit o ¢teny znak. Z vykladu o algoritmu Knuth-Morris-
Pratt uz ale feSeni v podstaté vite.

Uvazujme jisty okamzik vyhledavani. Stav vypoc¢tu v nasledujicim oka-
mziku, po precteni dalsiho znaku textu, bude nejdelsi prefix, ktery vznikne
jako prodlouzeni nékterého prefixu, ktery je v tomto okamziku shodny s tex-
tem pod nim, o znak textu, ktery bude precten. Muze se ovSem stat, ze pro-
dlouzeni zadného ze soucasnych shodnych prefixi neni prefixem; v takovém
pripadé bude nasledujicim stavem prazdny prefix, neboli kofen stromu.

Staci tedy probirat prefixy, které jsou v soucasné dobé shodné, monoténné
podle délek od nejdelsiho (tedy stavu vypoctu) az po nejkratsi (kterym je vzdy
prazdné slovo, tedy slovo o 0 znacich) a jakmile narazime na prvni, ktery jde
prodlouzit o ¢teny znak na prefix nékterého vzoru, pak jeho prodlouzeni o
¢teny znak je budouci stav vipocétu. (Pokud na zddny nenarazime, bude pfisti
stav vypoc¢tu prazdny Fetézec, neboli kofen stromu prefixi.)

Vime jiz také, ze pokud je jisty prefix v jisty okamzik shodny s textem pod
nim, pak lze bez znalosti textu urcit v etapé predbézného zpracovani, které
kratsi prefixy jsou shodné, protoze shodnost prefixu se sufixem textu nam
pozadovanou informaci o potfebné c¢asti textu da. Pro kazdy prefix s si tedy
jako F'(s) ozna¢ime nejdelsi z prefixi kratsich nez s, ktery je shodny, pokud
je shodny prefix s. Pak prefixy, jejichz prodluzitelnost zkouméame, budeme
probirat v nasledujicim poradi:

s « stav vypoc¢tu; while s neni nulovy do s «— F(s);

Funkce G, ktera byla zavedena v popisu scény o vytvareni stromu prefixi,
mé tu vlastnost, ze G(s,a) je definovana préavé kdyz prefix s, prodlouzeny
o znak a, je zase prefix nékterého vzoru a hodnota G(s,a) je prefix, ktery
je timto prodlouzenim. Pak lze zménu stavu s vypoc¢tu popsat nasledujicim
zpusobem, kde a oznacuje nové precteny znak textu:

s «— stav vypoctu;
while s neni nulovy and G(s, a) neni definovano do s «— F(s);
if G(s,a) je definovano then s «— G(s,a);

Jak se bude funkce F' pocitat, si ukdzeme v pristi scéné; v této ji spocitala
Algovize, ale ukdzeme si jeji pouziti. Poznamenavam jen, Ze oznaceni funkce
pochézi z anglického “Failure” neboli “Selhani” - mini se akce, kterd se ma
provést, selze-li pokus o prodlouZeni prefixu shodného s textem o dalsi znak.
Oznaceni funkce G zase pochézi od “Goto” neboli “Jdi do”, nebof oznacuje
vrchol do kterého se prejde s oznacenim stavu vypoctu, pokud rozsireni shody
je mozné.
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Funkce F' je zapséna ve stromu prefixt v pravé spodni ¢asti obrazovky.
Kazdy vrchol stromu nyni méa ¢tyfi pole. Levé z nich je jeho poradové cislo,
které opét slouzi pouze pro jeho jednoznac¢nou identifikaci. Dalsi je znakové
pole, které bylo pouzivano ve vSech predchozich scénéach a napravo od néj je
pole, které udava pro vrchol s hodnotu funkce F(s) pro tento vrchol (piesnéji
Feceno poradové ¢islo vrcholu F(s)). Vpravo je pole OUT, které jiz znate.

Pro nazornost je I’ znazornéna i interaktivné: klepnéte na libovolny vrchol
do jeho pole udavajicitho funkci F. Zvoleny vrchol s zezloutne a soucasné
zriizovi vrchol F(s). Klepnete-li ale do pole pravym knoflikem mys$i, zrizovi
nejen F'(s), ale i dalsi vrcholy F(F(s)), FF(F((s))), atd. tedy dalsi prefixy,
které probira algoritmus pii urcovani nasledujiciho stavu vypoctu. Probira je
pochopitelné od nejdelsiho k nejkratsimu, tedy zdola nahoru.

Povsimnéme si, ze u kofene neni hodnota F' uvedena. Nage definice se na
kofen neda aplikovat, ale z kédu uvedeného vyse je vidét, ze hodnotu F' ani
nepotiebujeme a proto se ji nebudeme zabyvat.

Scéna: Vyhleddvdni

Nyni si jiz zkusime vyhledavani s vyuzitim stromu prefixi a funkce F.
Zaciname ve stavu daném kofenem stromu stavi a podobné jako u Knuth-
Morris-Prattova algoritmu pro kazdy precteny symbol testu provadime nasle-
dujici akci:
nejprve postupujeme ve stromu stavi z aktualniho stavu smérem ke kofenu,
pouzivajice funkci F tak dlouho, dokud nenarazime na stav s’, ktery bud mé
naslednika oznaceného pravé ¢tenym symbolem textu (tedy takovy, ze G(s', a)
je definovéno, kde a je ¢teny symbol) a nebo je roven kofenu stromu.
V prvnim pfipadé pak stav vypoctu zménime na zminéného naslednika vr-
cholu ¢, tedy na G(s',a), v druhém piipadé stav zménime na kofen stromu.

Nékdy se stane, Ze vySe uvedeny stav s’ splituje obé podminky, tedy je
kotfenem, ale G(kofen, ¢teny symbol) je definovdano. Pak budeme postupovat
podle prvniho pripadu a stav zménime na prefix délky 1 urceny ¢tenym sym-
bolem.

Pokud se prii vypoctu po provedeni dokoncovaci faze dostaneme do stavu
s, pro ktery je OUT(s) neprazdné, pak algoritmus ohlasi nalezeni vyskytu
vzoru nebo vzort, uvedenych v poli OUT (s).

V této scéné jsou hodnoty G, F' a OUT vsech vrcholit vypocteny Algovizi a
uvedeny ve stromu prefixt, abyste si mohli zkusit vyhledavani podle algoritmu
Aho-Corasick a ovérit si vlastnosti funkci. F' a OUT jsou uvedeny explicitné
ve tfetim a ¢tvrtém poli vrcholu zptisobem popsanym v predchozi scéné, G se
ur¢i prohlédnutim naslednikti uvazovaného vrcholu a jejich oznaceni symboly
abecedy.

Povsimnéte si také, Ze ze stejnych duvodi, jako tomu bylo u Knuth-Morris-
Prattova algoritmu, je pocet skokt na kratsi prefix ve ¢teci fazi podle funkce
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F' za celou dobu vypoctu nejvyse roven poctu znaki textu: délka aktualniho
prefixu ukazovaného sipkou se prodlouzi o 1 v dokoncovaci fazi a téchto fazi je
tolik, kolik je znaku textu. Pfi prechodu na kratsi prefix se jeho délka zkrati o
alespon 1; pfitom vypocet zac¢ina prefixem délky 0 a jeho délka nikdy nemuze
byt zdporna a proto pocet zkraceni je nejvyse roven poctu prodlouzeni.

Scéna: Uréovdani funkce F

Vypocet funkce F' budeme provadét postupné podle délky prefixu, tedy
nejdfive pro prefixy délky 1 (coz jsou naslednici kofene - pro kofen se hodnota
funkce F neurcuje), pak pro prefixy délky 2, atd. Vyhodou tohoto postupu je,
7e pokud ur¢ujeme F'(s), zndme jiz hodnoty F pro v8echny prefixy kratsi, coz v
dalsim vyuzijeme. Pro zjednoduseni vrcholy zobrazujeme bez pole udavajiciho
hodnoty OUT.

Knoflikem Krok uré¢ime hodnotu F' prefixu najednou, je pro zpracovavany
prefix znazornéna Cervenou Sipkou ve stromu prefixti a doplnéna ve tfetim poli
prislusného vrcholu. Projdéte si takto vypocet pro nékolik kratkych prefixi,
kde vypocet je trividlni a pak zac¢néte vypocet krokovat detailné pomoci knof-
liku Faze.

Krok: Vychozi stav

Po prvnim klepnuti na knoflik Faze se zobrazi vychozi situace: predstavte
si, Ze s je stavem vypoctu a tedy se shoduje s koncovym tsekem (sufixem)
pre¢teného textu. Strom prefixi je vyobrazen dvakrat, jednou v dolni ¢asti
okna a jednou jako plovouci nad textem. Jelikoz se vypocet provadi v etapé
predzpracovani, text neni znam, ale ve stromu nad textem je zvyraznéna cesta,
odpovidajici zpracovavanému prefixu s, ve spodnim stromu je jen bilou barvou
ukazan vrchol odpovidajici prefixu s. Plovouci strom je ukazan v poloze, ve
které je zvyraznény prefix nad pravym koncem dosud precteného textu. o

Krok: Uréent textu uréeného stavem

Dalsi klepnuti na knoflik Faze ukaze nékteré symboly v textu. Jsou to
ty, které se musi shodovat s odpovidajicimi symboly zvyraznéného prefixu ve
stromu. ¢

Krok: Vrdceni dokoncovaci faze

Do znazornéné situace bychom se pii vyhledavani fetézce dostali dokon-
Covaci fazi predchoziho kroku. Klepnutim na Faze se posuneme pied tuto
fazi. Stavem vypoctu tehdy byl prefix s’ fetézce s, ktery se dostane odtrze-
nim jeho posledniho symbolu. Tento odtrzeny symbol, ktery po dokoncovaci
fazi byl poslednim symbolem precteného textu, se pfitom stane po vraceni
dokoncovaci faze ¢tenym symbolem textu.
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Ve stromu v dolni ¢asti okna se objevi riizova sipka, ukazujici od vycho-
ziho prefixu s, jehoz hodnotu F uréujeme, k prefixu s, ktery je stavem pied
dokoncovaci fazi, ktery je ukdzan nahote v plovoucim stromu. ¢

Krok: Prefizy zkrdceného stavu

Dalsi aplikace knofliku Faze nechavaji sklouzavat plovouci strom do krat-
Sich prefixt, které jsou také shodné se sufixem precteného textu v okamziku
pred dokoncovaci fazi. Provadime to iterovanou aplikaci funkce F' na prefix
s’. Ve spodnim stromu se aplikace funkce F' znézoriuje modrymi Sipkami. ¢

Krok: Opétovné provedeni dokoncovaci faze

Postup v predchozim kroku opakujeme tak dlouho, dokud nenarazime na
stav t, pro ktery lze shodu s textem prectenym pred dokoncovaci fazi prodlou-
zit na ¢teny symbol. Dojde-li k tomu, pak provedeme knoflikem Faze zpét
dokoncovaci fazi; prefix ¢ spolu s ¢tenym symbolem vytvori prefix shodny se
sufixem precteného textu a je ziejmé, Ze to je nejdelsi vlastni prefix vychoziho
stavu s, ktery je také sufixem precteného textu, neboli je roven hodnoté F'(s).

V dolnim stromu je tento prechod znazornén zlutou Sipkou.

Pokud zadny (ani prazdny) prefix fetézce s’ nelze rozsifit o symbol ¢teny
pred dokoncovaci fazi, pak hodnota F'(s) bude rovna kofeni stromu. ¢

Zatimco pomoci plovouciho stromu jsme ukazali logické zdtvodnéni vy-
poctu funkce F, sipky v dolnim stromu ukazuji postup aplikace operaci ve
stromu, které k hodnoté F(s) vedou.
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Linearni programovani je odvétvi spojité optimalizace, kde se hleda nej-
vétsi nebo nejmensi mozna hodnota linedrni funkce (funkcionalu) na konvex-
nim polyedru v n-dimenzionalnim FEuklidovském prostoru. Linearni progra-
movani je dulezité jednak samo o sobé jako uzitecna a velmi casto pouzivana
metoda a také pomoci ného je mozno preformulovat mnoho tloh, které s li-
nearnim programovanim nemaji zdanlivé nic spoleéného, napiiklad hledani
nejvétsiho toku v siti.

Z celé bohaté teorie i algoritmiky linedrniho programovani uvedeme jediné
- ilustraci simplexového algoritmu v roviné nebo 3-dimenzionalnim prostoru.
Nasim cilem neni presny a detailni popis algoritmu, ale spi§ vybudovani ge-
ometrické intuice, ktera nahlizi na simplexovy algoritmus jako prochazku po
polyedru smérem vzhtiru, provadénou presuny po hranach polyedru.






Kapitola 25

Simplexovy algoritmus

V tvodu této kapitoly je nutno uvést, ze tento applet ukazuje pouze jednu
partii, kterd je v teorii linedrnich programi dtlezita. Viibec se napiiklad ne-
soucast celé teorie, protoze je to svoji podstatou matematicky vztah, ktery
neumim vystizné vizualizovat. Z tohoto divodu také nebudou probirany dalsi
dilezité pojmy priméarni a dualni lohy a z nich vyplyvajici metody vypoctu.
Zcela mimo ztistanou i otazky celociselnosti feSeni a aplikace linedrniho pro-
gramovani a také algoritmy pracujici zarucené v polynomialnim case, jako je
napriklad elipsoidovd metoda a metody vnitfniho bodu. Zaméfim se zde na
vyklad zakladnich myslenek simplexového algoritmu.

Pii definici problému i popisu algoritmu se nebudu striktné drzet obvyk-
lého formalismu, napiiklad vykladu t. zv. standardni formy tlohy linedrniho
programovani, coz je vyhodné napriklad pfi odvozovani duality, ale zbytecné
zatézuje Ctenafe obraty, které nejsou dulezité pro pochopeni myslenky sim-
plexového algoritmu. Linearni programovani budu chépat jako linearni opti-
malizaci nad obecnym polyedrem a simplexovy algoritmus jako putovani mezi
vrcholy polyedru, které je monoténni vzhledem k optimalizovanému funkcio-
nalu.

V této kapitole se nejprve budeme zabyvat optimalizaci v roviné a pozdéji
v tfidimenzionalnim prostoru, nebot tyto piipady je moZno snadno vizualizo-
vat a vybudujeme tak geometricky pristup k LP a simplexovému algoritmu
konkrétné, ktery pak je snadné zobecnit na vicedimenzionalni pripad.

Scéna: Primky

Body roviny, vyhovujici rovnici ax + by = ¢, kde a a b nejsou soucasné
rovny nule (a x a y piedstavuji z-ovou a y-ovou soufadnici uvazovaného bodu)
vytvareji pfimku a naopak kazda primka se takto da popsat.

289
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V této scéné je zndzornéna souradna soustava roviny s osami x a y opatie-
nymi méritkem. Nakreslete primku tak, ze v jistém misté obrazovky stisknete
my$ a v jiném misté ji uvolnite. Algovize body spoji pfimkou a ptipiSe k ni jeji
rovnici. Nez bude knoflik mysi uvolnén, je pfimka kreslena ¢ervenou barvou,
misto kde byla my$ stisknuta je oznaceno malym koleckem a okamzita poloha
kurzoru je oznacena Sipkou. V okamziku uvolnéni mysi kolecko a Sipka zmizi
a primka je zafixovana a kreslena tmavé modie. Kresleni pfimky lze vicena-
sobné opakovat. Soucasné s nakreslenim pfimky se na strané obrazovky objevi
pole, ve kterém je napsina jeji rovnice (pro pravé kreslenou piimku zluté a
pro nakreslené ptimky bilé).

V kontrolnim panelu je ale mozno zvolit i dalsi médy funkce mysi. Kromé
jiz. popsané volby Kresli primku lze také vybrat volbu Zvol a edituj
primku, Vynech piimku a Posun nerovnosti.

Pii volbé Zvol a edituj pfimku se nékterd z nakreslenych primek zvoli
tim, Ze se na ni klepne mysi. Zvolend piimka ze zobrazi fialové s koleckem a
sipkou, jak na ni byly v poslednim okamziku, kdy byla kreslena. Soucasné se
barevné odlisi jeji rovnice (zluté pole). Nékdy tuto funkei volime jen proto,
abychom si pritadili zvolené pifimce jeji rovnici; jindy ale pouzijeme moznosti
primku zménit tim, Ze tazenim mysi pfemistime jeji kolecko nebo sipku. Pokud
klepneme jinam neZ na zvolenou pfimku, volba pfimky se anuluje (a bylo-li
klepnuto na jinou p¥imku, tato je zvolena a mize vzapéti byt editovana).

P11 volbé Vynech primku se klepnutim na pfimku tato pfimka vynecha.
Pii této volbé se také objevi jinak skryty knoflilk Vynech vse, kterym je
mozno vynechat vSechny nakreslené pfimky a popfipadé (po zméné volby)
znovu zacit primky kreslit.

Pr1i volbé Posun nerovnosti je mozno mysi pretahnout blok nerovnosti do
jiné polohy, nic jiného se mysi neda délat. Knofliky + a - se d4 velikost okénka
s nerovnostmi ménit a vypnutim Ukaz nerovnosti je mozné zobrazovani
nerovnosti vypnout. Zfejmym zpusobem lze i skryt osy souradnic.

Poznamenejme, ze tutéz primku lze popsat mnoha rovnicemi. Jestlize
vsechny t¥i parametry a, b a ¢ v rovnici pfimky vynéasobime tymz nenulovym
¢islem, dostaneme jiny popis téze pfimky (a naopak lze od jednoho popisu k
druhému timto zpisobem vzdy piejit). Popis uvadény na obrazovce je volen
tak, aby platilo ¢ = 1000, ¢im# je rovnice pifmky jednozna¢né uréena. (Cisla
a a b jsou v zapisu na obrazovce zaokrouhlena.)

Scéna: Poloroviny

Primka rozetne rovinu na dvé ¢asti - poloroviny. Polorovinu chapeme tak,
7e zahrnuje i hrani¢ni piimku (je to tedy wuzaviend polorovina). Priisecikem
obou polorovin je pfimka, kterd je urcuje.

Poloroviny urcené primkou s rovnici ax + by = ¢ je mozno popsat jako
mnoziny bodt [z, y], které vyhovuji nerovnosti ax+by < c respektive ax+by >
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c. Druhou nerovnost je mozné pséat také jako (—a)z + (—b)y < —c a proto
vhodnou volbou kladnych a zapornych koeficientti je mozno popsat kazdou
polorovinu nerovnosti se znaménkem < a konstantou na pravé strané a tim
sjednotit zapis.

Nakreslete stejnym zptsobem jako v predchozi scéné primku. Rozdéleni
na poloroviny se barevné zvyrazni. (Zopakujme, Ze kazda z polorovin zahr-
nuje i hrani¢éni pfimku, jak je z rovnic ostatné vidét). V dalsim budeme vzdy
uvazovat polorovinu znazornénou zelené. Misto Sipky v této scéné pouzivame
pro znazornéni orientace primky polosipku, ktera lezi celd v uvazované zelené
poloroving.

Pokud neni knoflik mysi stisknut, v zobrazeni rovnice je uvedena i hod-
nota levé strany pro bod, dany okamzitou polohou kurzoru. Barevné je také
rozlisSeno, zda nerovnost plati. Je-li splnéna jako ostrd nerovnost, je okénko
nerovnosti svétle zelené, plati-li rovnost, je tmavé zelené. Pokud nerovnost
neplati, je okénko fialové. Ovéite si, Ze okénko je (svétle nebo tmavé) zelené,
pokud kurzor ukazuje do zvolené poloroviny a je fialové, je-li mimo ni.

Na rozdil od predchoziho pripadu se nakreslenim nové primky predchozi
pfimka i rozdéleni roviny ji urc¢ené vymaze.

Scéna: Linedrni nerovnosti a konvexni mnohothelnik

V této kapitole se budeme zabyvat konvexnimi mnohothelniky. Konvexni
mnohothelnik v roviné je mnozina bodt [z, y], které vyhovuji soustavé line-
arnich nerovnosti

amr+biy < e

azx + bay < c2

am® + by < cm

kde ay,b1,¢1,- .., Qm,bm, Cm jsou konstanty. Jelikoz mnozina bodt, které vy-
hovuji jedné z téchto nerovnosti, je polorovina, je konvexni mnohothelnik v
roviné prunikem polorovin.

V této scéné je mozno konvexni mnohothelnik budovat postupnym prida-
vanim linearnich nerovnosti. Pfimka se kresli stejné jako v predchozi scéné,
ale nakreslenim nové primky diive nakreslené piimky nezmizi, ale ztistavaji
na obrazovce. Je mozno je editovat jako tomu bylo v prvni scéné.

Vidime tedy soucasné mnoho zvolenych polorovin. Body roviny jsou zna-
zornény takto: Ty, které lezi ve vSech polorovinach a tedy predstavuji konvexni
mnohotuthelnik, dany jejich prinikem, jsou zelené. Zelend oblast je tedy mno-
hothelnik definovany nerovnostmi v rdmecku. Ostatni body jsou modré, ale
je odliSeno, v kolika polorovinach lezi. Body, které lezi v hodné polorovinach
(ale ne ve vSech), jsou tmavé modré, tim tmavsi, ¢im vétsi pocet polorovin
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je obsahuje. Naopak body, lezici v malo polorovinach jsou svétlé a ty, které
nejsou v zadné (mozna ale takové body v danou chvili nejsou) jsou takika
bilé. Pokud neni stisknut knoflik mysi, pak pro bod ukazovany kurzorem jsou
také barevné odlisSeny nerovnosti stejnym zptusobem jako v minulé scéné. Po-
hybujte kurzorem a sledujte, které nerovnosti jsou splnény a které ne.

Knoflikem Novy polyedr je také mozno vytvorit ndhodné novy poly-
edr, ktery je pak mozno upravovat pridavanim, ubiranim nebo pfesouvanim
hrani¢nich pfimek. Checkboxem Pouze polyedr se pfepne do mdédu, kdy
vSechny body mimo zeleny mnohothelnik maji stejnou barvu. Neni pak rozli-
Seno v kolika polorovinach jsou obsazeny, ale jen zda patii do vSech nebo ne.
Tato volba je uzitecna pokud nas zajiméa jen samotny mnohotuhelnik poloro-
vinami vytvoreny.

Mnohotithelnik mtize byt neomezeny, omezeny a pfritom neprazdny a nebo
prazdny. Pro jednu nerovnost (m = 1) je tvofen neomezenou polorovinou,
pro dvé nerovnosti je obecné predstavovan neomezenym klinem (ale pro rov-
nobézné hrani¢ni primky muze byt tvofen polorovinou, nekoneénym péasem
konstantni sitky, pfimkou nebo byt prazdny). Zkuste nakreslit vSechny tyto
moznosti.

Pocinaje tfemi nerovnostmi mnohothelnik mize (ale nemusi) byt omezeny
nebo i prazdny i v pfipadé nerovnobéznych hrani¢nich primek.

Piidanim dalsi nerovnosti k soustavé, kterd mé alespoii jedno feseni (ne-
prazdny mnohothelnik) se stane jedna z nédsledujicich moznosti

1. mnohothelnik se zmensi, ale zistane neprazdny - to znamena, Ze nékteré
body ptivodniho mnohotihelniku nové nerovnosti vyhovuji a nékteré ne,

2. mnohotuhelnik se nezméni - vsechny body mnohotihelniku nové rovnici
vyhovuji, coz znamen4, ze platnost nové nerovnosti lze odvodit z nerov-
nosti predchazejicich,

3. nové nerovnosti nevyhovuje zadny bod stavajictho mnohothelniku -
mnohothelnik se stane prazdnym, nova nerovnost je ve sporu s pred-
chéazejicimi.

Scéna: Linedrni funkciondl

Linearni funkciondl je funkce, ktera kazdému bodu [z,y] roviny pfiradi
¢islo Az + By, kde A a B jsou konstanty. Na obrazovce jsou graficky znazor-
nény hodnoty funkciondlu s ndhodné volenymi hodnotami A a B. Hodnoty
jsou znazornény pomoci barev tepelné skaly: nejvyssi hodnoty, které je vidét
Cervené, z nejtmavsi Cervené do tmavnouci modré, az se nakonec stanou Cer-
nymi (ne vSechny barvy musi byt na obrazovce viditelné). Je také nakreslena
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soufadnd soustava s méfitky a Sipka predstavujici vektor (A, B), ktery za¢ind
v po¢atku a vede do bodu [A, BJ.

Budete-li pohybovat kurzorem se stisknutym knoflikem mysi, konec vek-
toru bude vzdy v misté kurzoru. Vyjimkou je, pokud je kurzor prilis blizko
pocatku (brdnim se zobrazovani funkciondlu daného nulovym vektorem) a
nebo pokud je ptili§ daleko (barevné pole by bylo izké a na okraji okna by se
nedostavaly barvy).

Je videt, ze hodnoty funkciondlu se nejrychleji méni ve sméru vektoru
(A, B), zatimco ve sméru na néj kolmém se neméni. Je to déno tim, ze hod-
nota funkcionalu v bodé [z,y] je ddna skaldrnim souc¢inem vektoru (4, B)
s vektorem (z,y), zaéinajicim v pocatku a konc¢icim v bodé [z,y]. Skalarni
souin vektoru (A, B) s prirustkem, ktery je na néj kolmy, je nulovy, zatimco
nejvétsi je pokud jsou oba vektory kolinearni.

Na obrazovce jsou také znazornény nékteré “vrstevnice”, Cary spojujici
body majici stejnou hodnotu funkcionalu. Jsou tvoreny Sedé nakreslenymi
pfimkami, které jsou kolmé na vektor urcujici smér nejrychlejsiho prirdstku
funkcionalu a jsou tedy navzajem rovnobézné.

Je zfejmé, ze ¢im je vektor [A, B] delsi, tim rychleji funkcionél v jeho sméru
roste, naopak pro velmi kratky vektor je funkcional v pozorovatelné oblasti
skoro konstantni.

Jak uvidite déle, pro nase ucely nebude dulezité, jak rychle funkcional
roste, ale ve kterém sméru roste nejrychleji. Jinymi slovy, bude nés zajimat
pouze smér, ale nikoli délka vektoru (4, B), ktery urcuje funkcional.

V rohu obrazovky je malé okénko, které ukazuje hodnotu funkcionalu v
misté ukazovaném kurzorem. Se stisknutym knoflikem mysi zkuste ménit smér
vektoru, urcujiciho funkcional a pak s uvolnénym knoflikem sledujte zménu
hodnoty funkcionalu pii pohybu kurzorem.

Scéna: Linedrni optimalizace v roviné

V této scéné se dostavame k zakladni tloze, kterou budeme v roviné fe-
$it. Na obrazovce je nyni zobrazen konvexni mnohothelnik a soucasné linearni
funkcionél a mame nalézt ten bod mnohothelniku, pro ktery je hodnota funk-
cionalu nejvétsi.

Mnohotithelnik na obrazovce je vygenerovan nahodné a zobrazen zelené.
Jako podklad pod nim je provedeno grafické znazornéni funkcionalu vyuzitim
tepelné skaly a vrstevnic, jak byly vysvétleny v predchozi scéné.

Resenim problému linearni optimalizace je ten bod mnohotihelniku, ktery
leZi na nejsvétlejSim mozném misté funkcionalu. Bod, ktery je feSenim, je zna-
zornén malym ¢ervenym koleckem. Pohybem kurzoru pii stisknutém knofliku
mysi ménte funkcional a sledujte feSeni.

Jisté je vam zfejmé, Ze feSenim je vzdy néktery vrchol mnohothelniku, tedy
misto, kde se hranice mnohothelniku zalamuje. Jen obc¢as dojde k vyjimce,



294 KAPITOLA 25. SIMPLEXOVY ALGORITMUS

kdy mnozinou feseni je celd jedna hrana mmnohothelniku, spojujici dva jeho
sousedici vrcholy.

Pro zménu zadani stisknéte knofliku Novy polyedr, ukaZe se jiny kon-
vexni mnohothelnik a funkciondl a opét je mozno zobrazit si feSeni. Volbou
na panelu ovladace lze vybrat, zda ma mnohotuhelnik byt omezeny nebo neo-
mezeny. Pro zjednoduseni scény neni implementovana moznost editovat mno-
hotihelnik.

Jisté vam je jasné, ze pokud je zeleny konvexni mnohothelnik neprazdny a
omezeny, ma tloha linearni optimalizace vzdy feseni. Pokud ale je mnohotihel-
nik neomezeny, fesSeni muze existovat, ale také nemusi. Druhy pripad nastava,
pokud vektor urcujici funkcional ukazuje smérem, ktery svira ostry thel s
alespon jednou polopfimkou, ktera lezi celd v neomezeném mnohothelniku,
protoze podle takové poloprimky rostou hodnoty funkcionalu do nekonecna,
takze kone¢né maximum hodnot funkcionalu v bodech mnohothelnika nee-
xistuje.

Zvolte si nyni moznost Neomezeny polyedr a sledujte jak existence
feSeni zavisi na sméru rustu linedrniho funkcionlu.

Uloha nalézt feSeni linearniho programu v roviné, tedy se dvéma promén-
nymi x a gy, neni slozitd a i pro velky pocet nerovnosti by nebylo tézké ji
vyTesit i jinymi zpusoby, nez je metoda popisovana v dalsich scénach, ale po-
stup, ktery ukadzeme, je snadné zobecnit pro libovolny pocet proménnych a
pod nazvem “simplexovy algoritmus” je i v soucasné dobé patrné nejpouzi-
vanéjsi metodou pro feseni linedrnich programi i pres to, Ze byla popsana G.
B. Danzingem v jiz roce 1947.

Scéna: Pohyb po hrané v roviné

Jak jsme vidéli v predchozi scéné, pokud ma tloha linedrniho programo-
véni feSeni, tak toto feSeni lezi na obvodu mnohothelnika daného nerovnostmi
a je jim vrchol tohoto mnohothelnika nebo, pokud je feseni vice, pak fese-
nimi jsou dva sousedici vrcholy mnohothelnika a vSechny body hrany mezi
nimi. Simplexovy algoritmus hleda feseni tak, ze zac¢ne v libovolném vrcholu
mnohotthelnika daného nerovnostmi a pohybuje se po obvodu mnohotihelnika,
dokud se nedostane do vrcholu, ktery je feSenim (respektive jednim z feSeni).

Podivejme se nyni na to, jak probiha prechod z jednoho vrcholu mnoho-
thelniku do vrcholu sousedniho. Poznamenavam, ze v této scéné je mnoho-
thelnik vzdy neprazdny a omezeny. Na obrazovce se objevil zluty Zeton, jehoz
stted bude stale na obvodu mnohothelnika. Kotouckem je mozno pohybovat
tak, Zze klepnete na knoflik Jdi vlevo nebo Jdi vpravo a Zeton se dé do
pohybu po obvodu mnohothelnika do sousedniho vrcholu ve zvoleném sméru.
“Jit vpravo” znamena ve sméru hodinovych rucicek, protoze tak je nutné tocit
volantem, chceme-li zatocit vpravo, podobné vlevo je proti sméru hodinovych
rucicek. Chvili si pohyb po obvodu zkousejte.
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Nebavi-li vas znazornény mnohothelnik, muzete si nechat zkonstruovat
jiny knoflikem Novy polyedr. Nejspis vds ale nebavi tato scéna, vzdyt je to
tak jednoduché. Podivame se ale jesté, jak urcit souradnice souseda daného
vrcholu ve sméru dané hrany, kdyz se nedivime na obrazek, ale chystame
se vysvétlovany algoritmus programovat a mame k dispozici jen nerovnosti
urcujici mnohothelnik a soufadnice vrcholu s Zetonem.

Vyklad ve zbytku scény miizete preskocit, pokud Vam jde jen o pochopeni
myslenky simplexového algoritmu. Jestlize vsak budete chtit algoritmus také
programovat, dobfe si vyklad promyslete.

Misto knoflikit Jdi vlevo/vpravo stisknéte jeden z knofliki Vysvétli
vlevo nebo Vysvétli vpravo. Misto aby se zeton pfresunul do jednoho ze
sousednich vrcholt se na obrazovce nakresli vse potfebné pro ilustraci nasle-
dujiciho vykladu, ktery si klade za cil zjistit vrchol do kterého by se Zeton pfi
stisknuti knofliku presunul:

e Na obrazovce se objevily vSechny primky, které prochéazeji hranami mno-
hothelnika. Jsou to pfimky, jejich rovnice dostaneme tak, Ze v nerovnos-
tech urcujicich mnohothelnik nahradime symbol < symbolem = (rov-
nost).

e 7 vrcholu, ve kterém je zeton, vychazeji dvé hrany. Ta po které by mél
prejit Zeton po stisku knofliku Jdi ... a kterd je nyni nakreslena jako
¢ervend Sipka a je soucasti primky nakreslené cervené, se bude nazyvat
pivotni, druhd hrana je nepivotni.

e Cervenymi a Cernymi kolecky jsou oznaceny pruseciky cervené primky,
prochéazejici pivotni hranou, s tmavomodrymi pfimkami prochazejicimi
ostatnimi hranami (nékteré prise¢iky mozné lezi mimo obrazovku).

e Jak jste si jisté vSimli, polorovina urcena nerovnosti, ktera odpovida
nepivotni hrané, se zbarvila tmavéji nez je pivodni barva pozadi (ale je
Casteéné zakryta mnohotihelnikem). Priiseciky, zminéné v predchozim
odstavci, jsou kresleny cervené, pokud lezi v tmavé modré poloroviné
dané nepivotni hranou, a jsou kresleny jako ¢erné v opac¢ném pripadé.

e Vrchol pivotni hrany, do kterého by se Zeton presunul, je ten z bodia
oznacenych cervenym koleckem, ktery nejblizsi vrcholu se zlutym zeto-
nem.

Urceni priseciku piimek prochazejicich dvéma vybranymi hranami je pfi-
tom jednoduché: hranam odpovidaji nerovnosti ze souboru, urcujiciho mno-
hotthelnik. Nahradime-li v nerovnostech < symbolem =, dostaneme soustavu
dvou linearnich rovnic o dvou neznamych a jejich vyfesenim se ziskaji sourad-
nice pruseciku.
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Urceni, které priseciky lezi v poloroviné dané nerovnosti odpovidajici ne-
pivotni hrané, je jesté jednodussi: souradnice pruseciku se dosadi do prislusné
nerovnosti a zjisti se, zda je splnéna.

Scéna: Pohyb po hrané neomezeného mnohothelnika

Scéna je opakovanim predchozi, ale pro neomezeny mnohothelnik. Nékteré
jeho hrany jsou neomezené poloprimky. Pusti-li se po takové hrané Zeton,
nikdy nedorazi do sousedniho vrcholu, ale navzdy by bézel po polopfimce.
Musite jej proto dostat zpét stisknutim knofliku pro opac¢ny smér.

I zde je moZno pfepnou do médu Vyklad; uvidite, Ze pokud by Zeton
mél bézet do nekonecna po hrané tvorené poloprimkou, pak nevznikne zadny
Gervené zvyraznény prusecik, nebot polopfimka tvofici hranu (coz je prisecik
Cervené primky a tmavé poloroviny urc¢ené nerovnosti odpovidajici nepivotni
hrané) se neprotind z zaddnou z p¥imek prochézejicich ostatnimi hranami.

Scéna: Simplexovy algoritmus v roviné

Scéna je do jisté miry opakovanim predchozich dvou - ukazuje konvexni
mnohothelnik a Zeton, ktery se pohybuje po jeho obvodu; zde jim ale pohybuje
program. Navic je zde ale zobrazen i linearni funkciondl a program zetonem
pohybuje tak, aby vzdy mifil k vys$$im hodnotdm funkcionalu.

Je-li na ovladaéi volba Funkcional, 1ze mysi ménit linedrni funkcional,
pfi volbé Poloz Zeton lze nastavit vychozi polohu zlutého Zetonu klepnutim
na néktery vrchol mnohothelnika.

Po nastaveni vychozi situace klepnéte na knoflik Poéitej. Algovize urci
optimum funkciondlu na mnohothelniku pomoci simplexového algoritmu a
prepne do animac¢niho moédu, kde lze vypocet krokovat nebo nechat volné bé-
zet. Kazdy krok je predstavovan prechodem Zetonu po hrané mnohothelnika
a kroky se provadeéji tak dlouho, dokud neni nalezeno optimalni feseni pro-
blému; pak se zeton zastavi a zcervend. Knoflikem Zrus se vratite do médu
nastaveni a muzete zvolit jinou vychozi situaci nebo prejit do dalsi scény.

Jelikoz optimalizujeme v roviné, z kazdého vrcholu mnohothelnika vycha-
zeji dveé hrany. Nejcastéji v pribéhu vypoctu zeton lezi ve vrcholu, ze kterého
jedna hrana sméfuje k vyssim hodnotam funkciondlu a druha (pokud nejsme
na zac¢atku vypoctu, je to ta, po které jsme do vrcholu pfisli), jde k nizsim
hodnotam. Pak je jasné, kam Zeton posouvat. Na zacatku vypoctu nékdy
mohou oba sméry stoupat k vys$im hodnotdm funkcionalu, pak je v zasadé
jedno, kudy ptijdeme. Jestlize v obou smérech funkcional klesa (nebo alespori
neroste), je zeton v misté nejvyssi hodnoty funkciondlu, tedy bylo nalezeno
optimum a vypocet kon¢i a zeton zCervena pro oznaceni vysledku.
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Scéna: Simplexovy algoritmus - neomezeny mnohoihelnik

Predchozi scéna je opakovana s tim, Ze nyni budou vsechny vytvorené
konvexni mnohothelniky neomezené. Pokud se stane, Ze linedrni funkcional
stoupd podél néjaké neomezené poloprimky, pak miize nabyvat libovolné vy-
sokych hodnot a bod mnohothelnika s maximalni hodnotou funkcionalu nee-
xistuje.

Scéna: Simplexuj si sam v roviné

Scéna je stejna jako predchozi dvé, ale zetonem nepohybuje program, ale
uzivatel pomoci knofliku Jdi vpravo a Jdi vlevo tak, jak to bylo ukdzano v
jedné z predchozich scén. Je treba zetonem pohybovat tak, aby stale smétoval
k vyssim hodnotam funkciondlu a pokud to jiz nejde, tj. je nalezeno maximum
funkcionalu, pak je tfeba stisknout knoflik Maximum.

V této scéné je mozné si vygenerovat i neomezeny mnohotuhelnik. Proto je
pro Fizeni vypoctu pridan jesté knoflik Neomezeny, ktery je tfeba stisknout
v okamziku, kdy z vrcholu vychéazi hrana tvorenad neomezenou polopiimkou,
podle které hodnoty funkciondlu rostou. Kotouc¢ek nezcervend, protoze jeho
poloha nepfedstavuje optimalni polohu (ta neexistuje). Nemackejte knoflik,
pokud z obrazku vidite, ze hodnoty funkcionalu nejsou shora omezeny, ale
zadna polopfimka, podle které funkcional roste do nekonec¢na, nevychazi z
vrcholu, ve kterém se nachazi zeton, i kdyz vidite, ze takovy vrchol existuje.

Pfi pokynu jit nespravnym smérem a nebo predcasném ohlaseni konce
vypoctu knofliky Maximum nebo Neomezeny Algovize piikaz neprovede a
protestuje. Chybova hlaseni zacinaji vykii¢niky a jsou nasledujici:

e “Klesajici smér” - v ptripadé, ze byl dan pokyn jit ve sméru, ve kterém
funkcional klesa (bez ohledu na to, zda je hrana omezend tsecka nebo
neomezend piimka).

e “Neni maximum” - v pfipadé, Ze byl stisknut knoflik Maximum v oka-
mziku, kdy Zeton neni v misté maxima funkcionalu na mnohothelniku.

e “Neomezeny smér” - v pripadé, ze byl dan pokyn jit ve sméru, ve kterém
funkcional roste podle neomezené hrany; v takovém pripadé je spravné
tfeba stisknout knoflik Neomezeny.

e “Shora omezené” - v piipadé, Ze byl stisknut knoflik Neomezeny, ale
hodnoty funkcionalu na vSech hranéch vychézejicich z vrcholu oznace-
ného zetonem jsou shora omezené (coz nastava kdyz hrany jsou bud
omezené usecky bez ohledu na to, zda na nich funkcional roste nebo
klesd a nebo neomezené polopiimky, na nichz funkcional smérem od
vrcholu s Zetonem klesd).
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Nastavte si libovolné vychozi situaci a dovedte Zeton do vrcholu maximali-
zujiciho funkciondl nebo do vrcholu, ze kterého vychazi poloptimka, na které
funkcional neni shora omezeny. Opakujte vypocet z ruznych vychozich situ-
aci, dokud se vam nékolikrat za sebou nepodaii vse provést bez jediné chyby
(tedy bez hlaseni s vykfiéniky).

Scéna: Polyedr v prostoru

V této scéné zopakujeme vse, co bylo vyse feceno pro dvoudimenzionalni
Euklidovsky prostor, tedy pro rovinu, znovu pro tr¥idimenzionalni prostor tak,
aby necinilo potize zobecnit to pro libovolnou kone¢nou dimenzi.

Rovnice ax+by+cz = d, ktera je obdobou rovnice pfimky v roviné, je rov-
nice roviny ve 3D prostoru. Znazornit rovinu v prostoru na dvoudimenzionalni
obrazovce neni snadné a proto to délat nebudeme.

Rovina rozdéluje 3D prostor na dva podprostory stejné tak jako primka
rozdéluje rovinu na dvé poloroviny. Tyto podprostory (chdpany jako uzaviené,
tedy zahrnujici i hraniéni rovinu) jsou v ptipadé roviny s rovnici ax+by+cz =
d dany nerovnostmi ax + by + cz < d a ax + by + cz > d. Druhou budeme
v z&jmu jednotnosti zapisu psat ve formé o’z + by + ¢’z < d’, kde @’ = —a,
b = —b, ¢ = —c a d = —d. Stejné jako rovinu, ani poloprostor nelze na
dvojdimenzionalni obrazovce snadno znazornit.

Polyedr je prinik kone¢ného mnozstvi poloprostort. Je to konvexni téleso,
jehoz priklad je znézornén v této scéné. Matematicky je to tedy mnozina bod
tfidimenzionalniho prostoru, ktera vyhovuje soustavé nerovnosti

a1+ by +c1z < dg
a2 + bay + c2z < da

am® + by + cmz < dm

Polyedr jde ve vétsiné pripadi na rovinné obrazovce znazornit snadno.
Tato scéna nabizi volbu z nékolika pripravenych polyedri. Na ovladaci je
volba mezi ndhodnym polyedrem, dokonalymi Platonovskymi télesy a néko-
lika jehlany. Pti volbé Nahodny je mozZzno vygenerovat novy ndhodné vytvo-
feny polyedr knoflikem Novy polyedr, pfitom lze zvolit vytvoreni omezeného
nebo neomezeného polyedru. V poli N= je mozné nastavit pozadovany po-
¢et nerovnosti. Skute¢ny pocet stén polyedru ale bude obvykle jiny. Pokud
je hodnota N prili§ mala a je pozadovan omezeny polyedr, Casto se stane,
ze N néhodnych nerovnosti omezeny polyedr nevytvori a proto pak Algo-
vize pridava dalsi ndhodné nerovnosti az do dosazeni omezenosti. Na druhé
strané se stava, ze nékteré nerovnosti jsou zbytecné - jejich vynechani poly-
edr nezméni, coz také znamend, Ze nevytvareji zadnou novou sténu. Takové
nerovnosti nejsou ani zobrazovany.
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Polyedrem na obrazovce mtzeme pohybovat mysi: jestlize je na ovladaci
zvolena volba Rotuj, pak horizontalni pohyb mysi rotuje polyedrem kolem
svislé osy a vertikalni pohyb mysi kolem vodorovné osy lezici v roviné obra-
zovky. Pokud je zvolena volba Pohybuj, pak pohybem mysi tAhneme polyedr
po obrazovce, aniz by se natacel. Nakonec pfi volbé Zoomuj vertikalni pohyb
my$i polyedr zvétsuje nebo zmensuje bez nataceni (horizontalni pohyb mysi
nemd na zobrazeni vliv).

Poznamenejme, Ze polyedr mtize byt omezeny, ale také neomezeny (volba
Neomezeny). Pii otdceni neomezeného polyedru se pak muize stat, ze se
divdme (z nekonecna) dovnitf; je tam tma a vidime jen bile naznacené hrany.
Vnitini body sice do polyedru pat¥i, ale pro nazornéjsi zobrazeni je polyedr
zobrazen jako duty, protoze simplexovy algoritmus pracuje vyhradné na jeho
povrchu. V piipadé omezeného polyedru predpokladédme, Ze pozorovatel je
dostatecné vzdalen, takze zlstava stale vné polyedru.

Anatomie 3D polyedru je obdobna jako u konvexniho mnohothelnika v

edr jako ostré, jsou ve vnittku polyedru a v tfidimenziondlnim prostoru je
pozorovatel mimo polyedr nevidi. Body, které vSechny nerovnosti spliuji tak,
ze alespon v jedné nerovnosti plati rovnost, jsou na povrchu neboli hranici
polyedru. Vsechny body polyedru, které spliuji jistou nerovnost jako rov-
nost, vytvareji sténu polyedru. Rikdme, Ze nerovnost a sténa si navzajem
odpovidaji. Mnohé pravidelné polyedry (dokonala neboli Platonova télesa) se
oznacuji nebo pojmenovavaji poctem jejich stén; napriklad krychle je Sestis-
tén, pravidelny trojboky jehlan je ¢tyrstén, zndme i osmistén, dvanactistén a
dvacetistén. Pravidelna télesa je také mozno si zobrazit prislusnou volbou na
ovladadi.

Na obrazovce jsou také vypinatelné zobrazeny nerovnosti, které polyedr
definuji. Barva zde ale neoznacuje, zda je nerovnost splnéna, ale nerovnosti
odpovidajici viditelnym sténam maji podklad stejné barvy jsou ma odpovi-
dajici sténa.

Nerovnosti, které odpovidaji sténam, které pro dané natoceni polyedru
nejsou viditelné, jsou napsany Sed€ na ¢erném pozadi. Dale v seznamu mo-
hou byt nerovnosti, které by bylo mozno vynechat, aniz by se polyedr zménil.
Jinymi slovy jsou to takové nerovnosti, kterym vyhovuji vsechny body aktual-
niho polyedru. Tyto nerovnosti jsou zobrazeny na svétle Sedém pozadi bilym
pismem.

V této scéné (a jenom v ni) jsou vlevo vedle nerovnosti malé bilé ¢tverecky.
Klepnutim na ¢tveredek se nerovnost inaktivuje: ¢tverecek ztmavne (oznacuje
neaktivni nerovnost) a piislusnd nerovnost jako by nebyla - neuvazuje se pii
vytvafeni polyedru. Inaktivace nerovnosti se obvykle projevi tim, Ze polyedr
se zvetsi, nékde ho pribude. Rovina, kterd odsekavala jeho ¢ast, se neuvazuje
a proto je puvodné odseknutd ¢ast zahrnuta do polyedru. Zkuste postupné
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v

inaktivovat nerovnosti a divat se, jak se to projevi na polyedru. Zajimavéjsi je
mozné nerovnosti zpétné aktivovat (zase klepnutim na - nyni tmavy - ¢tvere-
¢ek). Nékdy se operaci odsekne vyznamné ¢ast dosavadniho polyedru. Odsek-
nuti je nejlépe vidét, pokud hraniéni rovina poloprostoru uréeného nerovnosti
je vidét “z boku”, protoze pak ma odseknuti vyrazny vliv na siluetu polyedru.

Hrana polyedru je usecka, polopfimka nebo pirimka, ktera je prunikem
dvou sousednich stén. Hrany omezeného polyedru jsou vzdy tsecky, neome-
zeny polyedr mé alespoii nékteré hrany tvofeny polopfimkami. Uplna piimka
jako hrana se vyskytuje jen zfidka. Vrchol polyedru je bod, ve kterém se styka
vice hran (obvykle 3 hrany, ale nékdy - napiiklad u nékterych pravidelnych
téles - 1 vice hran). Stejné tak je mozno vrchol popsat jako bod, ve kterém se
stykaji alesponi 3 stény (a obvykle pravé 3 stény).

Scéna: Nerovnosti

Na rozdil od roviny je ve tfidimenzionalnim prostoru nemozné kurzorem
vybrat jednoznac¢né a srozumitelné libovolny bod v prostoru. Pokud ale zami-
fite kurzorem na obrazek polyedru, vyberete tim jednoznac¢né viditelny bod
polyedru, tedy jeho bod na pfivraceném povrchu. Neni mozné vybrat bod
pod povrchem (ve vnitiku polyedru) nebo na jeho odvracené strané (pokud
jim neoto¢ite). Ukazuje-li kurzor mimo obrazek polyedru, pak nevybird zadny
bod.

Pokud je knoflik mysi stisknut, jsou barvy nerovnosti stejné jako v pred-
chozi scéné, ale pfi uvolnéném knofliku jsou voleny jinak. Nerovnosti odpo-
vidajici neviditelnym sténdm jsou sice zase psany Sedé na ¢erném podkladu,
ale nerovnosti odpovidajici viditelnym sténdam jsou psany cernym pismem na
zeleném podkladu, ktery vSak mtZe byt bud tmavé nebo svétle zeleny.

Volba svétle nebo tmavé zelené barvy ukazuje, jak jsou nerovnosti odpo-
vidajici viditelnym sténam splnény pro bod urceny polohou kurzoru. Tmava
barva oznacuje nerovnost splnénou jako rovnost, svétla je splnéna jako ostrd
nerovnost. Pohybujte kurzorem v okné, aniz by byl stisknut knoflik mysi. Je-li
kurzor mimo obrazek polyedru, neni vybran zadny bod polyedru a proto jsou
vSechny nerovnosti odpovidajici viditelnym sténdm svétle zelené. Zajedte nyni
kurzorem na polyedr. Nerovnost, odpovidajici sténé, ve které je kurzor, nyni
bude tmava.

V zdsadé jsou 3 moznosti. Bud je kurzor wwnitr nékteré stény; pak je
tmavé zelend pouze jedina nerovnost, kterd odpovida této sténé. Nebo se
kurzor dostane na nékterou hranu, ale nikoli na jeji koncovy bod. Jelikoz
hrana je spole¢nd dvéma sténam, budou nyni tmavé zelené dvé nerovnosti,
odpovidajici sténam, které spolu sdileji uvedenou hranu. Posledni moznost je,
ze kurzor se dostane na wvrchol polyedru. Vrchol obvykle patii najednou do
praveé tii stén, takze tmavé zelené budou pravé tii nerovnosti. V nékterych
situacich ale vrchol patfi do vice stén a proto ukazujee-li kurzor na vrchol,
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budou nékdy tmaveé zelené ¢tyii nebo i vice nerovnosti. Zkuste si napriklad
zvolit libovolny vrchol dokonalého osmisténu nebo dvacetisténu nebo horni
vrchol alespon 4-bokého jehlanu.

Pokud bychom neméli pouze 3 proménné a tedy bychom se nepohybovali
ve tfirozmérném prostoru, jak je tomu v této scéné, ale proménnych by bylo
n, pak by vrchol polyedru v n-rozmérném prostoru byl charakterizovan tim,
Ze v ném je (alespoil) n nerovnosti uréujicich polyedr splnéno jako rovnost.

Uvazujme nyni obvykly p¥ipad, kdy kazdy vrchol lezi v pravé 3 (resp. n)
sténach. Z prikladt v této scéné je to prakticky vzdy u nahodného polyedru,
déale u trojbokého jehlanu, krychle a dvanactisténu. Pak je vidét, ze tento
vrchol lezi také v pravé 3 (resp. n) hrandch a hranu vychazejici z takového
vrcholu uréime tim, Ze vybereme jednu ze stén, do kterych vrchol nalezi a
dovolime, aby vrcholy hrany neleZely na vybrané sténé, pozadujice ale pfi
tom, aby lezely ve zbyvajicich 2 (resp. n — 1) sténach uréenych vrcholem. Na
druhém konci takové hrany se nachazi vrchol, ktery lezi také ve 2 (resp. n—1)
sténach urcujicich hranu, a navic v nékteré dalsi sténé.

Scéna: Linedrni funkciondl v prostoru

Linearni funkciondl v tfidimenzionalnim prostoru je zobrazeni, které kaz-
dému bodu [z, y, z] prostoru pfifazuje redlné ¢islo Az + By + Cz, kde A, B a
C jsou pevné dana realna ¢isla urcujici funkcional.

Neumim zobrazit na obrazovce nazornym zpusobem obecny linearni funk-
ciondl tak, aby znézorfioval hodnoty funkcionalu ve vSech bodech prostoru.
Nenli to ale pro nase ticely nutné: podobné, jak tomu bylo v roviné, i v prostoru
simplexovy algoritmus operuje vyhradné na povrchu polyedru, na kterém se
hledd maximum funkcionalu. Proto funkcional budeme znazornovat tak, Ze
kazdy bod na povrchu polyedru obarvime barvou, které v tepelné skale odpo-
vida hodnoté funkcionalu v uvazovaném bodé. Tepelna skala byla vysvétlena
ve scéné o linedrnich funkcionalech v roviné.

Ve volbé funkce na ovladaci pribyla dalsi funkce Zmén funkcional. Je-
li zvolena, pohybujte kurzorem po obrazovce se stisknutym knoflikem mysi.
Podobné jako jsme jindy rotovali kolem os polyedr, nyni pohybujeme pomy-
slnym vektorem (A, B,C) (neni nakreslen) uréujicim funkciondl a odpovida-
jicim zptsobem se méni i jeho hodnoty na povrchu polyedru.

Uloha linearni optimalizace se nyni d4 popsat tak, Ze hledame bod, ktery
je ze vsech bodu polyedru nejsvétlejsi.

Technicky problém v této scéné nastava v okamziku, kdy je polyedr neo-
mezeny, protoZze na ném nabyvaji hodnoty funkcionalu libovolné hodnot libo-
volné blizkych plus a/nebo minus nekoneénu, zatimco tepelna skala pouzivana
pro vizualizaci jeho hodnot je kone¢na. Problém je vyfeSen tak, Zze nekone¢né
stény a hrany jsou ofiznuty a z polyedru je zobrazena jen Cast, kterd ale obsa-
huje vsechny vrcholy, omezené hrany a stény a alespon kus z kazdé neomezené
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stény a hrany. Je ziejmé, Ze rostou-li (resp. klesaji) hodnoty funkcionalu podél
hrany smérem k mistu, kde je ufiznuta, rostly by dale az do nekoneéna (resp.
klesaly do minus nekoneéna).

Znovu poznamenavam, ze neomezeny polyedr je kreslen jako duty, protoze
veskera ¢innost simplexového algoritmu se odehrava na jeho povrchu a vnitini
body by jen ¢inily obrazek méné prehlednym.

Scéna: Pohyb po hrandch polyedru

Tato scéna ukazuje polyedr stejné jako scéna predchozi. Nyni ale zkusime
cestovat po povrchu polyedru tak, ze budeme prechazet z jednoho vrcholu do
druhého po hranach.

Kotouckem pohybujeme tak, ze zménime volbu Rotuj polyedr na Posun
zeton a pak klepneme mysi na libovolnou hranu, kterd vychazi z vrcholu
obsazeného Zetonem (pokud neni vidét, je t¥eba rotovat polyedrem, a7 se
objevi). Pohybujte Zetonem po polyedru a sledujte barvu pozadi nerovnosti.

Pokud sedi Zeton ve vrcholu, pak tento vrchol splituje obvykle tii (v n-
dimenziondlnim piipadé n) z nerovnosti urcujicich polyedr a t¥i (resp. n)
nerovnosti jsou proto tmaveé zelené. Vyda-li se po hrané, pak jedna z nerovnosti
zacne platit jako ostrd nerovnost (v nasi tabulce se stane svétle zelenou -
sledujte to pfi animaci). Pohybuje se pfitom po piimce, kterd je prinikem
hrani¢nich rovin téch dvou (resp. n — 1) nerovnosti, které zistavaji tmaveé
zelené, zatimco u zbyvajici nerovnosti, ktera byla na pocatku pohybu tmavé
zelend, se rozdil mezi pravou a levou stranou stale zvétsuje.

Podivejme se nyni na ostatni nerovnosti. U nékterych se rozdil mezi levou
a pravou stranou pri pohybu Zetonu stale zvétSuje a nerovnost “plati stale
vice”. Takova nerovnost by ztstala v platnosti, i kdyby se zeton pohyboval
az do nekonec¢na. Pokud ale alespon v jedné nerovnosti se rozdil pravé a levé
strany v absolutni hodnoté zmensuje, poklesne po jisté dobé na nulu - nerov-
nost zacne byt splnéna jako rovnost. Jakmile nastane prvni takovy okamzik,
neni jiz mozné déle pokracovat, aniz by bod nevystoupil ven z polyedru. To
znamena, ze jsme se dostali do jiného vrcholu polyedru. PovSimnéte si, ze v
ném opétovné plati v alespoii 3 (resp. n) nerovnostech rovnost: 2 (resp. n—1)
jsou ty, které urcovaly pouzitou hranu a tfeti (resp. n-td) je nové splnénd
rovnost, predstavujici zarazku dalsiho postupu.

Ve vyjimecnych situacich se mize stat, ze alespon néktery vrchol lezi na
okraji 4 nebo vice stén (viz osmistén a dvacetistén v piikladech). Pokud v
takovém vrcholu lezi Zeton, jsou tmavé zelené vice nez 3 (resp. n) nerovnosti.
Pii pohybu po hrané vSechny kromé dvou (resp. n — 1) zesvétli. MiZe se
také stat, ze pfi pohybu Zetonu nastane rovnost soucasné ve dvou nebo vice
nerovnostech jinych nez ty, které urcuji hranu. Pak zase budou pfi zastaveni
Zetonu vice nez 3 (resp. n) nerovnosti tmavé zelené.
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Scéna: Simplexovy algoritmus v prostoru

Uloha linearniho programovani v t¥idimenzionalnim prostoru je nalézt ta-
kovy bod nebo body polyedru, pro které dany linearni funkciondl nabyva
maximalni hodnoty. Jak jiz bylo feceno vyse, znamend to v nasi grafické re-
prezentaci najit nejsvétlejsi bod na povrchu polyedru. Tato scéna pracuje s
omezenymi polyedry, takze feSeni vzdy existuje.

Vytvofte si nejprve vhodny polyedr a pak, vyuzivajice riizné volby funkce
my$i, si ho nastavte do vhodné polohy, nastavte podle svych pozadavki line-
arni funkciondl a do zvoleného vrcholu polyedru vloZte Zeton. Poté stisknéte
knoflik Pocitej. Algovize si provede vypocet, pifepne do anima¢niho médu a
umozni vam vypocet krokovat nebo zobrazit v béhu a to i s pfipadnym vra-
cenim. Je také mozno vypnout zobrazovani funkcionalu a/nebo nerovnosti.

Simplexovy algoritmus pracuje v prostoru v prakticky stejné, jako tomu
bylo v roviné:

zvolime si libovolny poéatecni vrchol polyedru (zde zamléuji, Ze nalézt pro
danou soustavu nerovnosti néjaky vrchol polyedru jimi definovaného neni né-
kdy vibec lehké, dokonce i sama otazka neprazdnosti takového polyedru mize
byt obtizna; tento problém ale nebudu podrobnéji rozebirat);
pokud ve smérech vSech hran, vychéazejicich z vrcholu, funkcional klesa nebo
zustava konstantni, vypocet konc¢i a aktualni bod je optimélni feSeni pro-
blému, v opa¢ném piipadé Algovize libovolné zvoli hranu vychazejici z bodu,
podél niz funkcional roste, prevede zeton po zvolené hrané do jejiho druhého
konce a tento postup opakuje. Kdyz je nalezeno optiméalni feSeni, zeton zcer-
vena.

Existuji rizné varianty algoritmu, liSici se ve vybéru hrany, podle které
zeton postupuje, pokud vhodnych hran z vrcholu vychazi vic. Volbou hrany
je mozno v dobrém i $patném smyslu ovlivnit vypocetni rychlost, nikoli ale
spravnost. Tato problematika zde rozebirana nebude.

Scéna: Simplexovy algoritmus - neomezeny polyedr

Scéna je stejnd jako predchozi, ale pracuje vyhradné s neomezenymi po-
lyedry. Pokud se stane, ze narazime béhem vypoc¢tu na nekonecnou hranu,
podél které hodnota funkcionélu roste, znamena to, Ze tiloha nema omezené
Teseni.

Scéna: Simplexuj si sam v prostoru

Scéna ukazuje totéz jako predchozi dvé scény - vypocet simplexového al-
goritmu. Kotouckem ale nepohybuje na pokyn uzivatele Algovize, ale uzivatel
sam a to stejnym zpusobem jako ve scéné “Pohyb po hranach polyedru”. Al-
govize jen kontroluje postup vypoc¢tu a pii chybném kroku protestuje jako
tomu bylo pfi uzivatelském simplexovani v roviné.
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